


sii ie Mn wert. ETO, . 











CANCELLED “ 


HANDBUCH | 
DER LEHRE VON DER VERTEILUNG 
DER PRIMZAHLEN. 


VON 


Dr. EDMUND LANDAU, 


/ QRDENTLICHEM PROFESSOR DER MATHEMATIK AN DER KONIGLICHEN 
GEORG-AUGUST-UNIVERSITAT ZU GOTTINGEN, 


ERSTER BAND. 






~ CMBR 


LEIPZIG UND BERLIN. 
DRUCK UND VERLAG VON B.G.TEUBNER. 
1909. 





we 
. ee 


BNER IN LEIPZI 


TEU 


COPYRIGHT 1909 BY B. G.’ 









MEINER LIEBEN FRAU 


GEWIDMET. 





Vorwort. 


Die Lehre von der Verteilung der Primzahlen ist als eines der 
allerwichtigsten Kapitel der mathematischen Wissenschaft anzusehen; 
sind doch die Primzahlen die Bausteine, aus denen die ganzen Zahlen 
zusammengesetzt sind, und die ganzen Zahlen das Fundament, auf dem 
sich nach Hinzufiigung der nicht ganzen Zahlen und der Funktionen 
das Gebiude der Analysis erhoben hat. Daher sind die Probleme, 
um welche es sich in diesem Werke handelt, auch dem Laien ver- 
standlich; ihre Loésung aber ist den gréften Mathematikern des neun- 
zehnten Jahrhunderts nicht, gelungen und ist erst einer jiingeren 
Generation und der Zeit vom! letzten Dezennium des verflossenen 
Jahrhunderts an vorbehalten geblieben. Manches wichtige Problem 
harrt noch heute seiner Hrledigung. 

Die Lehre yon der Verteilung der Primzahlen enthehrte noch 
vor kurzem itiberhaupt der sicheren Grundlage, wahrend es jetzt ge- 
lungen ist, eine Reihe von Sitzen zu beweisen, welche man friiher 
nur durch heuristische Begriindungen plausibel machen konnte.. Der 
Ansto8 dazu wurde durch Herrn Hadamard gegeben; er hat durch 
seine tiefen funktionentheoretischen Untersuchungen, deren Publikation 
1888 begann, die Mittel geschaffen, um die schon von Riemann fiir 
den vorliegenden Zweck eingefiihrte sogenannte Zetafunktion erfolg- 
reich anzuwenden. Die so entstandene, noch junge Disziplin hat eine 
zusammenhingende Darstellung mit Ausfiihrung der Beweise bisher 
nicht gefunden. Das ausgezeichnete, 1894 erschienene Lehrbuch der 
analytischen Zahlentheorie von Herrn Bachmann (Leipzig, Teubner), 
dem ich seinerzeit die Anregung zur Beschiftigung mit diesem Thema 
verdankte, konnte noch keine Darstellung jener neueren Methoden 
und Beweise enthalten, da dieselben damals in der Hauptsache noch 
nicht verdffentlicht waren. Ferner ist eine ausfiihrliche Monographie 
tiber das Primzahlproblem von Herrn Torelli im Jahre 1901 er- 
schienen, unter dem Titel: Sulla totalita dei numeri primi fino 
a un limite assegnato (Atti della Reale Accademia delle Scienze 
Fisiche e Matematiche, Napoli, Ser. 2, Bd. 11, No. 1). Herr Torelli 
bespricht zuniichst die alteren Arbeiten; er gibt dann eine recht voll- 
stiindige Ubersicht tiber die in neuerer Zeit (bis zum Jahre 1901) ge- 
wonnenen Resultate und fiihrt auch die rein zahlentheoretischen Teile 
der Beweise gréBtenteils niher aus. Jedoch erwihnt er die neueren 
funktionentheoretischen Hilfsmittel meist ohne Beweis und begniigt 
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sich bei der Darstellung der Anwendungen der Funktionentheorie auf 
die Primzahltheorie meist mit einer kurzen Skizze des Beweisganges. 
Dadurch erleichtert er dem Leser das Studium der Originalabhand- 
lungen; er beabsichtigt aber nicht, ihm die Beweise der Sitze aus der 
Primzahltheorie ohne Hinzuziehung der Originalabhandlungen zugang- 
lich zu machen. 

Das Bediirfnis nach einem Lehrbuch der Primzahltheorie ist also 
bisher nicht erfiillt worden. Ein um die Wende des Jahrhunderts 
erschienenes Lehrbuch wire auch schon veraltet, da seitdem eine Reihe 
gréBerer Abhandlungen erschienen ist, welche alle wesentlichen friiher 
erlangten Resultate durch einheitliche Methoden und auf erheblich 
abgektirzten Wegen herleiteten und eine Reihe weiterer Ergebnisse 
hinzufiigten, die auf den alten Wegen unerreicht geblieben waren. 
Insbesondere gelang es, ganz bestimmte Vermutungen zu beweisen — 
oder zu widerlegen (meist ersteres), welche schon Jahrzehnte hindurch, 
zum ‘l'eil schon seit Huler, in der Literatur ausgesprochen waren. 
Da jene neueren Abhandlungen fast ausnahmslos einen und denselben 
Verfasser haben, wird der Leser es diesem nicht verdenken, wenn er 
hiermit einen langgehegten Plan ausfihrt, im Zusammenhange die ge- 
sicherten Wahrheiten der Primzahltheorie mit vollstandigen Beweisen 
darzustellen. 

Bevor ich dies unternahm, habe ich zur griindlichen Durcharbeitung 
des Stoffes in einer einstiindigen Vorlesung an der Berliner Universitit 
»lheorie der Riemann’schen Zetafunction, mit Anwendung auf die 
Zahlentheorie“ im Sommersemester 1903 und namentlich in zwei vier- 
stiindigen Vorlesungen ,,Uber die Verteilung der Primzahlen“ in den 
Sommersemestern 1908 (Berlin) und 1909 (Géttingen) die Hauptkapitel 
des vorliegenden Werkes vorgetragen; einer meiner Schiiler, der auch 
die zweite Berliner Vorlesung gehért hat und schon selbst mit Erfolg 
produktiv in diesem Gebiet titig war, Herr Dr. Walter Schnee, war 
so freundlich, mich bei der Durchsicht der Korrekturbogen zu unter- 
sttitzen. Ich benutze ferner gern diese Gelegenheit, um meinem Freunde 
und Studiengenossen Dr. Rudolf Ziegel, Dozenten an der Handels- 
hochschule Berlin und Mathematiker der Versicherungsgesellschaft 
Victoria“, meinen Dank daftir auszusprechen, daB er sich der liebens- 
wiirdigen Mtihe unterzogen hat, die Druckbogen nicht nur dieses 
Werkes, sondern auch meiner siimtlichen mathematischen Abhandlungen 
von der Dissertation (1899) an bis jetzt durchzusehen. Ich spreche 
auch der Firma B. G. Teubner in Leipzig meinen besten Dank fiir 


. die schéne Ausstattung dieses Werkes und fiir ihr Eingehen auf zahl- 
reiche Wiinsche aus, 
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Ich bemerke ausdriicklich, daB ich aus der Zahlentheorie nur die 
allerersten Anfangsgriinde voraussetze: Die Tatsache, daB jede ganze 
Zahl eindeutig in Primfaktoren zerlegbar ist, und — vom zweiten 
Buch an — die einfachsten Siitze tiber Kongruenzen. Auch aus der 
Theorie der Funktionen einer komplexen Variablen setze ich zwar 
griindliche Beherrschung ihrer Elemente (also des Cauchyschen Inte- 
gralsatzes mit seinen klassischen Folgerungen) voraus, nicht aber neuere 
Satze (wie etwa die Hadamardsche Theorie der ganzen transzendenten 
Funktionen), welche ich durchweg im Verlaufe meiner Darstellung 
entwickle, soweit ich sie gebrauche. 

In einer langen Hinleitung gebe ich eine ausfiihrliche historische 
Ubersicht iiber die wichtigsten Etappen der Entwicklung des Prim- 
zahlproblems und die prazise Formulierung der in der Folge zu be- 
weisenden Hauptsiitze. Ubrigéns bezieht sich diese Einleitung nur 
auf dig zwei ersten Biicher; jedes der vier spiiteren Biicher erhalt 
seine eigene historische Hinleitung. 

Das erste Buch beschaftigt sich vor allem damit, einen Satz zu 
beweisen und in seinen tiefsten Griinden zu beleuchten, welcher kurz 
als der ,,Primzahlsatz“ bezeichnet wird und tiberhaupt als das wichtigste 
Theorem der Primzahltheorie anzusehen ist; derselbe besteht in der 
Gleichung 

aged ee Be 
os x 
loga 
wo 2(#) die Anzahl der Primzahlen <a und log # den natiirlichen 
Logarithmus von « bezeichnet. Dieser Satz ist schon von GauS in 
seiner Jugend vermutet worden; er wurde aber erst im Jahre 1896 
bewiesen, und zwar gleichzeitig von Herrn de la Vallée Poussin 
und Herrn Hadamard (von letzterem in einer etwas anderen Gestalt, 
die sich leicht in die obige tiberfiihren laft). 

Im ersten Teil (dem Beginn des ersten Buches) zeige ich, wie 
weit man in dieser Richtung mit ganz elementaren Methoden gelangen 
kann; darunter verstehe ich solche, welche mit endlichen Summen 
operieren, und nehme natiirlich keinen Anstand, zur Abschiitzung 
endlicher Summen die Hilfsmittel der Integralrechnung zu benutzen. 
Im zweiten Teil zeige ich die Tragweite der Hinfiihrung einer be- 
stimmten Klasse unendlicher Reihen mit reeller Variablen; es sind 
dies die sogenannten Dirichletschen Reihen vom Typus 


or) 
Oni 
n> 

n= 1 
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Ubrigens liefert diese Hinfitthrung nicht viel mehr als die elementaren 
Methoden und macht nur manchen Zusammenhang tibersichtlicher. 
Erst im dritten Teil, der die klassischen Hilfsmittel aus der Theorie 
der Funktionen einer komplexen Variablen hinzunimmt, beweise ich 
den Primzahlsatz und noch schirfere Relationen iiber x(#) mit vielen 
Folgerungen. Fiir den Beweis des Primzahlsatzes schlage ich einen 
anderen Weg ein als seine beiden Entdecker und schlieSe mich an 
eine von mir im Jahre 1903 verdffentlichte Abhandlung an. Die 
Methode unterscheidet sich dadurch wesentlich von den beiden Alteren, 
daB ich die Hadamardsche Theorie der ganzen transzendenten Funk- 
tionen nicht benutze, sondern um so rascher mit den klassischen 
funktionentheoretischen Hilfsmitteln allem zum Ziele gelange. Im 
vierten Teil entwickle ich, soweit ich sie gebrauche, die Hadamardschen 
Siitze iiber ganze transzendente Funktionen und deren Anwendungen 
auf die Verteilung der Nullstellen der Riemannschen Zetafunktion 
und auf das Primzahlproblem. Bei dieser Gelegenheit beweise ich 
auch eine von Riemann heuristisch hergeleitete und erst von Herrn 
von Mangoldt bewiesene Identitat ftir die Anzahl der Primzahlen 
unter einer gegebenen Grofe. ' 

Das zweite Buch behandelt die Primzahlen einer arithmetischen 
Progression, deren Anfangsglied und Differenz teilerfremd sind. Die 
zwei ersten Teile des zweiten Buches (Teil 5—6 des Werkes) sind 
tibrigens von dem langen und schwierigen Teil 4 (am ersten Buch) 
unabhingie und kénnen in unmittelbarem AnschluB an Teil 3 gelesen 
werden. Teil 5—7 entsprechen in ihrer Anlage den Teilen 2—4 im 
ersten Buch; auf die Vermeidung Dirichletscher Reihen (wie im — 
Teil 1) habe ich hier als unlohnend verzichtet. Es enthalt also Teil 5 
die Anwendung der Dirichletschen Reihen mit reellen Variabeln, 
insbesondere den beriihmten Dirichletschen Beweis vom Vorhandensein 
unendlich vieler Primzahlen in der Progression, Teil 6 die Anwendung 
der klassischen funktionentheoretischen Hilfsmittel auf die betreffenden 
Dirichletschen Reihen als Funktionen komplexen Argumentes, Teil 7 
das Studium der Verteilung der Nullstellen dieser Funktionen unter 
Anwendung aller zu Gebote stehenden Hilfsmittel. Insbesondere be- 
weise ich im Teil 6 u. a. fiir die Anzahl I(a) der Primzahlen < x 
in der Progression ky +1 die Relation 


. IT (a) 1 
lim. oot 
log x 


welche dem Primzahlsatz entspricht (und wo (k), wie gewohulich, 
die Anzahl der teilerfremden Restklassen modulo i bezeichnet), im 
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Teil 7 u.a.eime genaue Formel fiir die Primzahlmenge der Progression, 
welche die Riemannsche verallgemeinert. Teil 8 enthalt emige An- 
wendungen der gefundenen Ergebnisse aufandere mathematische Probleme. 

Im dritten Buch, welches ohne Kenntnisnahme des zweiten Buches 
gelesen werden kann, behandle ich analog zwei mit w(m) und A(n) 
bezeichnete zahlentheoretische Funktionen (die sogenannte M6 biussche 
und Liouvillesche Funktion) und im vierten Buch dieselben Funktionen 
fiir die Zahlen einer arithmetischen Progression. 

Im fiinften Buch lése ich einige andere Probleme der Primzahl- 
theorie, welche dem Leser, der sich in die Methoden eingearbeitet hat, 
auch dankbare Stoffe zu eigenem Schaffen bieten kénnen. 

Im sechsten Buch untersuche ich im Zusammenhang die Higen- 
schaften der sogenannten. Dirieh]Letschen Reihen vom speziellen Typus 


ao 
4 On 
ne? 
n=1 
yon denen im yorangehenden schon so manches mitbewiesen war, und 


yom allgemeineren Typus 
s 


a = 
ane a; 
v= 'L 


wo die 4, eine beliebige Folee monoton ins Unendliche wachsender 
GréBen sind. 

Die Ausfiihrlichkeit der Darstellung soll dem Leser das Hindringen 
in diese schwierige Materie erleichtern; in den Originalabhandlungen 
nehmen naturgemif die entsprechenden Beweisfiihrungen oft einen 
viel geringeren Raum ein. 

Die Titel der im Laufe des Buches benutzten Abhandlungen und 
vieler weiterer Arbeiten tiber die Verteilung der Primzahlen und die 
damit innig verbundene Theorie der Dirichletschen Reihen, inshesondere 


der Zetafunktion, sind in einem besonderen Literaturverzeichnis zu- 


sammengestellt und fiir jeden Autor chronologisch numeriert. Da- 
bei habe ich auch einige Lehrbiicher genannt, von denen natiirlich 
meist nur einzelne Kapitel in Betracht kommen; dagegen habe ich 
z. B. Primzabltabellen unerwahnt gelassen. Dies Verzeichnis gestattet 
mir, im Texte der Hinleitungskapitel nur die Nummer der betreffenden 
Abhandlung und die Zahl der Seite zu zitieren; diese Zitate haben 
iibrigens fiir den Leser, welcher die Primzahltheorie erst kennen lernen 
will, keine Bedeutung, da es eines Nachschlagens der erwihnten Stellen 
zum Verstandnis des Textes nicht bedarf. Im weiteren Texte — nach 
den Hinleitungskapiteln — habe ich grundsitzlich auf solche Be- 


x Vorwort. 








merkungen und Fufnoten verzichtet, welche die Quellen der einzelnen 
Methoden, Siitze, Kunstgriffe und Beweise angeben; all dies ist in 
einem besonderen ausfiihrlichen Anhang ,,Quellenangaben“ zusammen- 
gestellt. Dieser Anhang braucht natiirlich von dem Leser, dem es 
nur auf das Erlernen der Wahrheiten ankommt, nicht durchgesehen 
zu werden. Benutzte oder historisch erwahnte Arbeiten aus anderen 
Gebieten sind nicht im Literaturverzeichnis aufgefiihrt, sondern werden 
dort, wo sie vorkommen, in extenso zitiert. 

Ich wiirde mich aufrichtig freuen, wenn meine Darstellung ihr 
Ziel erreicht, die Kenntnis der Beweise fiir die Gesetze der Primzahl- 
verteilung recht vielen Mathematikern zu vermitteln. Die Schwierig- 
keit der friiher ungelésten Probleme hatte fast jeden von der Prim- 
zahltheorie abgeschreckt. Mége es mir gelungen sein, die Wege zu 
den nunmehr erreichten Zielen so weit geebnet zu haben, daB diese 
Wege jetzt von vielen betreten und fortgesetzt werden. 


Géttingen, den 13. September 1909. 
Edmund Landau. 
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HISTORISCHE UBERSICHT UBER DIE 
ENTWICKLUNG DES PRIMZAHLPROBLEMS. 





Erstes Kapitel. 


Entwicklung vor Hadamard. 


ee 
Euklid. 
Unter einer Primzahl versteht man eine positive ganze Zahl, 
welche von 1 verschieden und nur eureh 1 und durch sich selbst 


teilbar ist. 
Die Reihe der Primzahlen beginnt mit 


2, 3, 5, 7, 11, 18, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 58, 59, 61, 67, 
71.713, 19, 83.8997). 


Der Fundamentalsatz der Zahlentheorie besteht darin, daB jede 
ganze Zahl auf eine und nur eine Weise in Primfaktoren zerlegbar 
ist. Wenn also 

Pie 4; Do = 3, Ps = 9, 
allgemein p, gleich der mten Primzahl gesetzt wird und a>1 eine 
beliebige positive ganze Zahl ist, so ist a auf eine und nur eine Weise 
in der Form a=pr-.- py 


darstellbar, wo v > 1, 1<a,<a,<---< «a, ist und die Exponenten 
bee, 0; siimtlich = 1 sind. 

eee Euklid” hat bewiesen, da8 es unendlich viele Primzahlen 
gibt; aus dem obigen Fundamentalsatz folgt dies noch nicht, da end- 
lich viele Daraeahion infolge der Willkiir der Exponenten bereits un- 
endlich viele Zahlen erzeugen, Huklids Beweis ist einfach folgender: 
Gabe es nur endlich viele Primzahlen p,, p.,---, Do» 80 miiBte jede 
Zahl >1 durch mindestens eine dieser 0 Primzahlen teilbar sein; 
aber das um 1 vermehrte Produkt jener Zahlen 


+ PPD, + 1 
ist pees durch p,, noch durch p,,---, noch durch p, teilbar, da es, 


1) 1, 8. 888—391. 
1* 


4 I. Entwicklung vor Hadamard. 








durch jede dieser Zahlen geteilt, den Rest 1 laBt. Also gibt es un- 
endlich viele Primzahlen. 

Es werde fiir jedes, auch nicht ganzzahlige, # unter a(x) die An- 
zahl der Primzahlen <x verstanden, d. h. fiir <2 der Wert 0, fiir 
xz >2 die Anzahl der Primzablen in der Reihe 


1, 2, ay Ae 
wo [a] die gréBte ganze Zahl <a bezeichnet; es ist also 
a(x) =O fir Tee ler 
a(v)=1 fir 2<¢<3, 
a(#) = 2 ‘fir Sy 
eon: Sekt eG Seats see ee 
(an) =n TUR pe 


x(x) ist also eine mit wachsendem x niemals abnehmende Funk- 
tion; d. h. fiir a, <2, ist ? 
u(x) < (2). 
Ferner wachst nach dem Euklidschen Satze (x) mit # ins Unend- 
liche. Anders ausgedriickt: wenn g eine beliebige positive GréBe ist, 
so gibt es ein § = &(q), so daB fiir alle x >& 


u(t) >g 


ist. Ich schreibe kurz f 
lim x(a”) = oo, 


indem ich mich gleich bei dieser historischen Ubersicht einheitlich 
der modernen Bezeichnungen bediene. 


8 2. 
Legendre. 


Das Wachstum der Funktion x(x) ist sehr unregelméBig, und es 
kann natiirlich nicht das Verlangen gestellt werden, x(a”) durch einen 
einfachen analytischen Ausdruck genau darzustellen, etwa fiir ganz- 
zahlige « nur durch Kombination endlich vieler rationaler und tri- 
gonometrischer Funktionen. Das Hauptstreben hatte sich von jeher 
darauf gerichtet, a(#) mit emer der einfacheren Funktionen f(7) der 
positiven Variablen w derart in Zusammenbang zu bringen, daB 2(z) 
annaihernd durch f(#) dargestellt wird. Diese Redeweise ,,annéihernd“ 


@ 
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scheint auf den ersten Blick einer prazisen Bedeutung bar zu sein; 
die Fragestellung wird eine ganz prazise, wenn man verlangt, daB der 
Fehler x(a) — f(x) im Verhiltnis zum wahren Werte x(x) fiir alle 
hinreichend grofen a beliebig klein wird. Man verlangt also, daB 
der Quotient . 

au{ey— f{e) yo. Phx) 


eee 1 (a) 
fiir x = oo einen Limes besitzt und daB dieser Limes gleich Null ist. 
Es soll also ne Fe) 

lim —+=1 
7 (2) 


sein, oder, was dasselbe besagt, 
(1) Pati Fwy 


Mit anderen Worten, es wird eine von den Primzahlen selbst unab- 
hingige Funktion f(#) des positiven Argumentes x gesucht, welche 
die Higenschaft besitzt: Zu jeder positiven Grofe 0 gibt es ein §& = §(0) 
derart, da® fiir alle x >& 


mt (£) 


d. h. PTS SOR ete, 
| 70 (9) 
eye LSS 


ist. 
In diesem Sinne ist eine Vermutung zu interpretieren, welche 
Legendre im Jahre 1798 ausgesprochen und im Jahre 1808 pra- 
ziser gefaBt hat. 

Im Jahre 1798 sagte er, unter a eine positive ganze Zahl 
und unter b die Anzahl der Primzahlen <a verstehend: 

,Au reste, il est vraisemblable que la formule rigoureuse qui 
donne la valeur de 6 lorsque a est tres-grand, est de la forme 

a 

edhe. a B? : 
signant un logarithme hyperbolique. La détermination exacte de ces 
coefficiens seroit un probléme curieux et digne d’exercer la sagacité 
des Analystes.“ 

Im Jahre 1808 fiuBert er sich folgendermafen”): 

»Quoique la suite des nombres premiers soit extrémement irré- 
guliare, on peut cependant trouver avec une précision tres-satisfaisante, 


A et B étant des coefficiens constans, et log. a dé- 





1) 2a, S. 19. 
2) 2b, 8. 394; 4 Bd. 2, S. 65; 5, Bd. 2, S. 65. 
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combien il y a de ces nombres depuis 1 jusqu’a une limite donnée ~. 
La formule qui résout la question est 
5 x x 
Y = jog. & — 1.08366 ’ 





1) 


log. étant un logarithme hyperbolique. 
Legendre vermutet also, daB die Funktion A(x), welche man 
durch die Gleichung a 
eg Aa 


definieren kann, fiir «= oo gegen einen Grenzwert 


(2) lim A(2) 


konvergiert, dessen erste Dezimalen mit 1,08366 tibereinstimmen. Das 
besagt insbesondere wegen 








a(x)  w(e)loge 
x x 
log x 
at: 
ENE: 
~ log @ 
daB 
(3) ine ee 
log x 


ist, d. h., daB die elementare Funktion 
x 
AC) Sarre 


der Gleichung (1) geniigt®). Natiirlich ist fiir (3) die Existenz von 
(2) nicht nétig; sondern die Gleichungen (3) und 


1) Abel schrieb am 4. August 1823 an Holmboe (nach dem Studium von 
Legendres Buch) diese Formel ab, mit der Vorbemerkung: ,,Folgende Theo- 
rem som findes der og som vistnok er det merkverdigste i hele Mathematiken 
kan jeg [ikke] afholde mig fra at afskrive.‘ Vgl. S. 5 der Brieftexte (oder auch 
S.5 der franzisischen Ubersetzungen) in: Niels Henrik Abel. Mémorial 
publié a ’occasion du centenaire de sa naissance, Kristiania (Dybwad), 
Paris (Gauthier-Villars), London (Williams & Norgate), Leipzig (Teubner); 1902. 
Jener Passus kommt auch am Schlu8 des Werkes im Faksimile 1 vor. 

2) Ubrigens halt Legendre (2b, 8. 395; 4, Bd. 2, 8. 66; 5, Bd. 2, S. 66) 
auch fiir méglich, daB bei der Vergleichsfunktion 

a 
1,00 --- log  — 1,08366 -- - 


der Koeffizient von log nicht genau 1 ist, sondern nur sehr nahe an 1 liegt. 
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sind offenbar entweder beide richtig oder beide falsch. 

Legendre war sich sehr wohl bewuft, daB er seine Vermutung 
nicht beweisen konnte. 

Legendre sprach ferner 1808 — diesmal mit vermeintlichem, 
aber falschem Beweis — bei einem anderen Primzahlproblem eine 
sehr weittragende Vermutung aus. Hs seien k und J zwei positive 
ganze Zahlen. In der Linearform 


ky +1, 
wo y alle ganzen Zahlen > O durchlauft, d. h. unter den Zahlen 
L b+ Ww+4 3k+1,--+ 
kann offenbar, wenn k und / einen gemeinsamen Teiler d > 1 haben, 
nur héchstens ee Primzahl vorkommen; denn jede Zahl ky +1 ist 


durch d teilbar. Legendre” vermutete nun: 
Jede arithmetische Progression | 


ky +1, 
(k, 1) =1 


in welcher 


ist®, stellt unendlich viele Primzahlen dar. 

Legendre vermutete 1830 noch genauer das Folgende: Man 
verteile alle Primzahlen — mit Ausnahme der endlich vielen in k 
aufgehenden — auf die h =g(k) Progressionen ky +1,(v=1, 2, ---, h), 
wo l,,---,l, die zu & teilerfremden positiven Zahlen < k bezeichnen; 
es sei z,(x) fir vy =1,---, h die Anzahl der Primzahlen ky + 1, < @. 
Dann ist fiir je zwei Indizes v und v’ aus der Reihe 1,---,h 

a, (2) 


@ nae aig 
Das meint er offenbar mit den Worten®: 

Cela posé si on s’arréte 4 une valeur déterminée du nombre n 
que nous supposerons tres-grand par rapport a A, tous les nombres 
premiers moindres que A, excepté ceux qui divisent A, seront com- 
pris dans ces diverses progressions, et notre objet est de prouver 


1) 2b, S. 404; 4, Bd. 2, 8. 77; 5, Bd. 2, 8S. 77. Als bloBe Vermutung (ohne 

vermeintlichen Beweis) hatte Legendre dies schon 1788 ausgesprochen: 1, 8. 552. 
2) Ich verstehe unter (a,b) den gréBten gemeinsamen Teiler von @ und Db. 
3) 4, Bd. 2, 8. 99; 5, Bd. 2, 8. 97. 
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quils sont répartis également entre elles, c’est-a-dire que sil y a P 
nombres premiers compris dans la progression dont le terme général 
est nA — C’,, et Q nombres premiers compris dans la progression dont 
le terme général est nd —C,, n étant le méme de part et d’autre, 
3 deviendra aussi peu différent de l’unité qu’on voudra 
en donnant a ” une valeur suffisamment grande.“ | 
Auch diesmal wird Legendres Verdienst durch die Tatsache 
getrtibt, daB er hierfiir einen vermeintlichen Beweis angibt, welcher 
nicht stichhaltig ist, auch nicht unter der Annahme der Richtigkeit 
seiner vorangehenden Vermutungen. 
Im Verein mit (3) und mit Riicksicht darauf, daB fir 2 >k 


w(t) = m,(%) +--+ + 2, (@) + 
ist, wo @ die Anzahl der in & aufgehenden Primzahlen bezeichnet, 
vermutet also Legendre, daB at} 


le rapport 








% = 00 EEE %=00 Bae 


ist. In der Tat wiirde aus (4) fiir jedes v =1,-:-,h folgen: 


lim 1) tae) eS REG Re te he 2 | 











Dip a lim 20 pe = (a) 


log x log a 


_ wie in (5) ausgesagt wurde. 


Ss 
Dirichlet. 


In der Hinleitung einer Arbeit”, welche heute als sein grdBtes 
Werk anzusehen ist, beginnt Dirichlet mit folgenden Worten: 

»Die aufmerksame Betrachtung der natiirlichen Reihe der Prim- 
zahlen lafst an derselben eine Menge von Eigenschaften wahrnehmen, 


1) 4, Bd. 2, 8. 101; 5, Ba. 2, S. 100, : 
2) 23 4. 
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deren Alloemeinheit durch fortgesetzte Induction zu jedem beliebigen 
Grade von Wahrscheinlichkeit erhoben werden kann, wihrend die 
Auffindung eines Beweises, der allen Anforderungen der Strenge ge- 
niigen soll, mit den gréfsten Schwierigkeiten verbunden ist. Eines 
der merkwiirdigsten Resultate dieser Art bietet sich dar, wenn man 
sammitliche Glieder der Reihe durch dieselbe iibrigens ganz beliebige 
Zahl dividirt. Nimmt man die Primzahlen aus, die im Divisor auf- 
_ gehen und mithin unter den ersten Gliedern der Reihe vorkommen, 
so werden alle tibrigen einen Rest lassen, welcher relative Primzahl 
zum Divisor ist, und das Resultat, welches sich bei fortgesetzter Di- 
vision herausstellt, besteht darin, dafs jeder Rest der genannten Art 
unaufhérlich wiederkehrt, und zwar so, dafs das Verhialtnifs der Zahlen, 
welche fiir irgend zwei solche Reste bezeichnen, wie oft sie bis zu 
einem gewissen Gliede erschiénen sind, bei immer weiter fortgesetzter 
Division die Einheit zur Grenze hat. Abstrahirt man von der zu- 
néhmeniden Gleichmilsigkeit des Vorkommens der einzelnen Reste und 
beschrankt das Beobachtungsresultat auf die nie aufhdérende Wieder- 
kehr eines jeden derselben, so lafst sich dasselbe in dem Satze aus- 
sprechen: »dafs jede unbegrenzte arithmetische Reihe, deren erstes 
»Glied und Differenz keinen gemeinschaftlichen Factor haben, unendlich 
»viele Primzahlen enthilt.«“ 


Dirichlet schlieBt sich also den beiden Vermutungen Legendres 


lum 7, (a2) =o 

und we 
; _ 7, (2) 
Say Oa 
iiber die Primzahlen der arithmetischen Progression an. Der Zweck seiner 
Arbeit und das grofe darin erreichte Ziel war nun, die erste derselben 
(also das im SchluBsatze des Zitates Ausgesprochene) zu beweisen. 
Dirichlets Beweis ist bald klassisch geworden, und ich werde auch 
in diesem Werke bis auf einen einzigen Punkt den Satz genau im 
Anschlu8 an Dirichlet beweisen. Jener Punkt, dessen Uberwindung 
tibrigens das Schwierigste und Bedeutendste bei Dirichlets Leistung 
war, besteht darin, daB es erforderlich ist, zu zeigen: Die Summen 
gewisser unendlichen Reihen, deren Konvergenz leicht dargetan werden 
kann, sind von Null verschieden. Dirichlet bewies) jenes Nicht- 
verschwinden dadurch, daB er feststellte: Jede unter jenen Reihen- 


summen ist das Produkt einer positiven Gréfe mit einer gewissen 


1) 5a, S. 368—369; 5b, S. 460—461. 
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Anzahl (Kieadedepaahl binarer dunileladhe? Formen einer gewissen 
Diskriminante), folglich nicht Null. 

Um also zu prizisieren: Dirichlet bewies, daf fiir die Anzahl 
x,(x) der Primzahlen ky + 1, <a 


lim z,(”) = co : 
ist, und er vermutete nur, daf fiir zwei solche Progressionen ky +l,, 
ky +1, mit der Differenz k 

i a 

lin a) 

ist. 

Dirichlet hat also fiir das tiefere Problem der Primzahlen der 
arithmetischen Progression das nachgeholt, was fiir das allgemeine 
Primzahlproblem schon durch Euklid geleistet war. 

Zum allgemeinen Primzahlproblem hat Dirichlet zwar indirekt 
durch die Hinfiihrung der analytischen Methoden in die Zahlentheorie 
beigetragen; er hat aber von den betreffenden Anwendungen selbst 
nichts ausgefiihrt. Sein Passus’? vom Jahre 1838 ,,j’ai fait Vappli- 
cation de ces principes a la démonstration de la formule remarquable 
que Legendre a donnée pour exprimer d’une maniére trés-approchée 
combien il y a de nombres premiers au dessous d’une limite quel- 
conque, mais trés-grande“ ist tibrigens bei weitem nicht etwa so auf- 
zufassen, dafi Dirichlet einen Beweis des Satzes 
m0 (a) 

x 
log x 


besessen habe. Sein (1889 durch die Werke bekannt gewordener) 
handschriftlicher Zusatz (hinter ,remarquable“) vom Jahre 1838 ,,qui 
nest exacte que dans son premier terme, la véritable expressi- 


pie gee ee | 


L= oO 





. . , 6c . 
on-limite étant > 09 on in dem an Gau8 gesandten Exemplar jener 


Abhandlung ist auch héchstens so zu verstehen, daB Dirichlet schon 
richtig (vgl. den Bericht tiber Tschebyschef im folgenden Para- 
graphen) erkannt hat, Legendres Formel sei unzutreffend. Er konnte 
aber nicht etwa beweisen, daB die Funktion 


fo ; 
f(2) -> log n 
n=2 


1) Ba, S. 272; 8b, S. 372. 
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die Gleichung 


: 7 (x) ea 
iin gay 
ertiillt. 
§ 4, 
T'schebyschef. 


Im allgemeinen Primzahlproblem hat nach Euklid erst Tsche- 
byschef die ersten weiteren sicheren Schritte gemacht und wichtige 
Siitze bewiesen. Man verdankt ihm zwei grundlegende Arbeiten” 
tiber den Gegenstand, aus den Jahren”) 1851 und 1852. Tscheby- 
schef hat sich in seinen Publikationen geringere Ziele gesteckt als 
den Beweis von ey. 

lint 2 — 1 
f eats, wel 
log x 
zu erbringen; aber jene fiir die damalige Zeit sehr weit liegenden 
Ziele hat er auf héchst scharfsinnige Art erreicht, teils durch elemen- 
tare Summenabschiatzungen, teils durch Anwendung dessen, was wir 
heute Dirichletsche Reihen mit reellen Variablen nennen. 

Khe ich seine Hauptresultate aufziihle, fiihre ich zu ihrer Er- 
lauterung einige Hilfsrechnungen aus, welche den Leser mit der dabei 
auftretenden Funktion von x > 1 


x 
du 
nam 
2 


befreunden sollen und auch die spitere Anwendung® der Zeichen O 
und o zur Abktirzung solcher Rechnungen erwiinscht erscheinen lassen 
sollen. 





1) 2 und 4. Der Inhalt von 2 ist auch 1849 als dritter Anhang (S. 209—229) 
im Lehrbuche 1. erschienen und auch in 8 (S. 214—244) italienisch tibersetzt. 
Die deutsche Ubersetzung des Werkes 1 (von H. Schapira, Berlin (Mayer und 
Miiller); 1889, 2. Ausg. 1902) kommt nicht in Betracht, da auf Wunsch des Ver- 
fassers jener Anhang fortgeblieben war. 

2) Ich nenne hier wie stets die den Zeitschriftenbiinden vorgedruckten 
Jahreszahlen, welche uatiirlich nicht immer das Jahr des Erscheinens des be- 
treffenden Bandes oder gar Heftes wirklich angeben. Tschebyschefs erste 
Arbeit trigt den Vermerk: Lu le 24 Mai 1848. 

3) Vgl. § 5 und § 12. Hier mache ich von jenen Zeichen noch keinen 


Gebrauch. 
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Ich behaupte zuniichst die Richtigkeit der Gleichung 


x 
du 
log wu 
ik ; 3 
( ) fim SS Ly 
pe See 
log « 


d. h. ich behaupte, daB der Grenzwert des Quotienten auf der linken 
Seite existiert und den Wert 1 hat. 

Zum Beweise werde zunichst das Hilfsmittel der partiellen Inte- 
gration angewandt. Hs ist 


du U du 
dee ~ log u edhe 


also fiir «>1 


du x 2 du 
(2) aes loge “log 2 pel ee 
2 


2 








Nun ist fiir s>4 


x 
* du 
0 ed 
2 
ae 
log? an ost U 


du 
log" ef, log? (V2) 


_Ve=2 se 


~~ log?2 + log? x 


a 
i ae a2 per) 
log?2 log* x 





folglich 





hee: log elise = log x ne 4 


x, og? u log?2. Va log @? 
2 


da fiir AN), B>O0 (hier « =1, B= 4) 
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. log*x 
lim —2— = 0 
L=0 a? 


a, 
ee ae ae PeR ty 
eee og* u 
2 


him ME f, du 4 
a log u 


xLr=a0 





ist, ist 





so daB sich aus (2) 


2 


und damit die Richtigkeit der Behauptung (1) ergibt. 
Durch die Identitat 


F ; « x 
S 3 * du 
y, . log u 





w(t) % (e) 2 
ike x 
log x a “du log x 
log u 


2 


ersieht man also, daB aus jeder der beiden Gleichungen 


2 a (2) a 
(3) ae rae 
log x 
und 
fine it 


(4) foe du 
logt uw 
2 


die Richtigkeit der anderen folgen wiirde. 
Ich behaupte ferner, da8 fiir jedes ganzzahlige g > 1 








* du ( 1!z Qa (q—1)!a 
{+ bog = pee x a eee x patie log? x 4 
oH 2 
() lim = — — —=1 
Jog? tty 


ist». In der Tat ergibt sich durch partielle Integration 


1) Dies bleibt fir g=—0 richtig und ist dann mit (1) gleichbedeutend, 
wenn die Klammer im Zihler der linken. Seite von (5) Null bezeichnet. 
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du _ —w * du 
logu log u log? u 
1!u dw 


ay eeu 1 log? wu + 2 log? wv 


w 1!u 2!u dw 
~ Togu ' log? u 1 Tog? a log? u 2 log* u 











18a 2!u 
oe ewes ao en! w 


also fiir 7 >1 


x » 


dw ioe : qa 
ie oy a log? x + a log’a 
2 


(6) — Gar +e+ (q+ 1) fea 


wo ¢ eine Konstante bezeichnet. Das in (6) am Ende stehende Inte- 
gral ist fiir 7 >4 positiv und 


i du 
= + wi 


‘oe ie 
loo’+ 22  pheoe 9+2(a/n 
og log?** (Vx) 


Va 22+ 2% 
i log?+22 " log?*+?a? 





+ =P ee loo! + ly, Sg Cee + 1)! Gaia ? 

















—- 





sein Quotient durch 
q!x 

hat also fiir = oo den Limes 0, so da aus (6) die Behauptung (5) 
folgt. 

Das Hauptresultat der ersten Tschebyschefschen Arbeit? 
lautet nun: 

Wenn q eine beliebig grofe positive ganze Zahl und 0 
eine beliebig kleine positive GréBe ist, so gibt es immer 
wieder ein w, fiir welches 


1) ,,[I-éme Théoréme“: la, S. 215; 1b, 8S. 209; 2a, 8. 146; 2b, 8. 348; 
2c, S. 34; 8, 8. 224. Die Seitenzahlen in le nenne ich hier und im Folgenden 
nicht besonders, da sie durchweg mit denen von 1a itibereinstimmen. 
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: (7) x (2) pe logu ioe x 


ist, und immer wieder ein z, fiir welches 


(8) (1) afi log u a a 
ist. 
D. h. oberhalb jeder Schranke § gibt es ein x, = 2,(q, 0, &), s 
daB (7) erfiillt ist, und ein a, = 29 (4, 0, &), welches (8) ines 
(7) 1aBt sich auch so schreiben: 


(9) Ne (« a(x’) =f itz)> — 0d, | 


und (8) “folgendermaBen: 


log? d 
(10) “a= “ (: a (x ) a Ses) = 0. 
Der Tschebyschefsche Satz (3), (10) laBt sich also modern» 





1) Bekanntlich versteht man unter der oberen Unbestimmtheitsgrenze (oder 
dem oberen Limes) einer fiir alle reellen x oberhalb einer gewissen Stelle defi- 
nierten reellen Funktion f(z), in Zeichen unter 

lim sup f(x) 
L=0 


oder auch 
iim f(e) 
#=0co 


(sprich: Limes superior von f(x) fiir 2 =o) die Zahl z, welche durch folgenden 
Schnitt erzeugt wird. Man teilt alle reellen GréSen a in zwei Klassen; « kommt 
in die erste Klasse, wenn immer wieder einmal, d.h. fiir x, =, (a, 6) >&, 
| fa) >« 

ist; « kommt in die zweite Klasse, wenn von einer gewissen Stelle an, d. h. fiir 
alle LZ =7(«),, 


f(2) So 
ist. Hierbei sind die extremen Fille 
z = lim sup f(x“) = — co 
@L@=o 


and 
z = lim sup f(a) = + co 
@rZ=0 


denkbar, in welchen es keine Zahl der ersten Klasse, bzw. keine Zahl der zweiten 
Klasse gibt. Abgesehen von diesen beiden Fallen ist 7 endlich und es gehért 
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folgendermaBen formulieren: Es ist fiir jedes ganze g > 0, also natiir- 
lich» auch fiir jedes reelle q 


(11) lim | sup ne (x MS oats = 0 


f(4 ) — ae) 6; 


die obere Unbestimmtheitsgrenze ie also zwischen O (inkl.) und 
co (inkl.), die untere zwischen — oo (inkl.) und 0 (ink1.). 
Aus (11) und (12) ergibt sich zuniichst” fiir jedes einzelne q: 
Wenn 


(13) li m 8 mle (5 (a Nae Ses) 


existiert, so ist dieser Grenzwert = on 
Also insbesondere fiir g = 1, wenn (1) beachtet wird: Entweder 
Rawson 
x 


Di co 


log x 





und 








(12) lim inf “°S- 


existiert nicht oder dieser Grenzwert ist = 1. 


Noch praziser hat fir g—1 Tschebyschef durch die Rela- 
tionen (11) und-(12) bewiesen: 


5 m (£) 
(14) as maar al 
log x& 


fiir «>> 0 jedes z—e der ersten Klasse an, wird also immer wieder einmal tiber- . 

troffen, jedes +e der zweiten Klasse, wird also von einer gewissen Stelle 

an nicht mehr tibertroffen. Ebenso lift sich pais veal f(a) (oder auch lim a f(x) 
a= oo 


definieren, bzw. durch die Festsetzung 


lim inf f(@) = — lim sup (— f(a) 
r=o xr=0o 


auf den Limes superior zuriickfiihren. Beide Zahlen limsup und liminf sind 
also — in vorteilhaftem Gegensatze zu lim — bei jeder fiir x>, definierten 
reellen Funktion vorhanden, wenn man die extremen Werte — oo und oo zuliBbt. 
Ebenso sind lim sup und liminf fiir «=a (statt «—oo) bei Anniherung yon 
einer Seite, sowie bei beiderseitiger Anniherung zu erkliiren. 

1) Da (11) und (12) mit einem q fiir jedes kleinere gelten. 

2) ,,[V-me Théoréme“: La, 8. 220; Lb, 8. 214; 2a, S. 150; 2b, S. 354— 355; 
Qe, 8.40; 8, S. 231-232. 
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und 


(15) lim inf 7 == me, ts 


xrx=0 





i a 
In der Tat folgt aus 
lim F(a) = « 
und er 
lim sup G(”) = B 
daB a 
lim sup (F(a) + G(w)) = a+ B 


ist, und entsprechendes fiir den liminf statt des lim sup. 
Tschebyschef zog aus seinen Siitzen (11) und (12) noch eine 
weitere wichtige Folgerung», welche Legendres Vermutung tiber 
den Grenzwert 
lim A(z) 


des § 2 widerlegte. Tschebyschef bewies: Wenn 
lim A(z) 


existiert”), so ist dieser Grenzwert = 1. Nach der Definition 





mt (2%) = log 2 — air 
ist naimlich zunachst 





A(x) = logx — a 
fp = Ao 
hit (x) log x (x (x @) ae ia 
aus der Existenz von 
lim A(”) = 
folgt a fortiori 3 
A(«) 
ae aig az’, 
lim a1 loga f, 


1) ,Il-tme Théoréme: la, 8. 218; 1b, §. 212; 2a, 8.148; 2b, 8S. 352; 
2e, 8. 38; 8, S. 229. 
2) Unter Existenz eines Limes verstehe ich stets, daB der Grenzwert existiert 
und endlich ist, unbeschadet dessen, da8 ich peace die Schreibweise 
lim f(@) = 
anwende. sie 


Landau, Verteilung der Primzahlen. 


bo 
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also 


(16) lime 22 as AG 


log ~ 3) = 


Nun ist nach (5), wenn darin y= 1 gesetzt wird, 


x 


Lis 
logu loga 








lim #——____-— =, 
xr=O0 = 
log? « 
x 
eeeLO gaa * du ean aes 
a i as ighes =e 1, 
2 


also, wenn (17) von (16) subtrahiert wird, 


: ee * du 72 
tim * (=) [ee)-4-3 


so daf nach dem Tschebyschefschen Satz tiber den Grenzwert (13) 
A,—1=0, 
A, = 1 





sein miiBte. 


Tschebyschef zog aus seinem Satz mit Riicksicht auf die in 
(5) fiir ganzes g > 1 enthaltene Relation 


Nos log? ‘ du (q—A)!x 
ee & ( fas v ire 3 oe x ie 5 log? « 9) a 
noch die Folgerung”: Fiir ein ganzzahliges q >1 ist das Produkt 


(18) "8" (x(a) — (peg +--+ Ee) 


log x log? x 











bei gegebenem 0 > 0 immer wieder einmal > — 0 und immer wieder 
einmal < 0, d. h. der lim sup des Ausdrucks (18) ist >0, sein 
lim inf < 0, sein lim also entweder nicht vorhanden oder 0. 


Das Hauptresultat der zweiten Arbeit?) Tschebyschefs lautet: 


1) Hauptinhalt des ,,V-eme Théoréme“: la, 8. 223; 1b, S. 217; 2a, 8. 152; 
2b, S. 358; Ze, 8. 43; 8, S. 235. 

2) 4. Bei der Aufzihlung der Hauptergebnisse dieser Arbeit gebe ich keine 
genaueren Seitenzahlen an, da die Ergebnisse zum Teil nur zwischen den Zeilen 
stehen und yon Tschebyschet nicht in der pointierten Weise herausgearbeitet 
sind wie bei seiner ersten Abhandlung. / 
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Es ist 














lim inf PES 0 
log x 
und sogar 
pas =r G3) ee 
(19) — er 
log x 
wo a die numerische Konstante 
5 i a 
3 
igh Ea eteprpe 
30° 
bezeichnet; andererseits ist 
lim sup 20 <0 DO's 
f-7 “y log a 


(d. h. der lim sup endlich) und sogar 
(20) lim sup a a < fa 


2Z=0 





ne 
110555 «0. 


In Verbindung mit (14) und (15) war durch (19) und (20) fest- 
gestellt, da 





(21) 0,92129 .-. <lim inf 7 <1 
a ie 
und 
(22) L< = sas —. < 1,10555 - 
toes 
ist. 
Diese Resultate (19) und (20) tiber den Quotienten 
(a) 
eae 
log a 


bewies Tschebyschef, indem er zunichst fiir den bequemer zu be- 


handelnden Quotienten 
oe) 


x ? 


a(x) = Slog p 
psu 
Q* 
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(Summe der nattirlichen Logarithmen aller Primzahlen <x) ist, die 
zu (19) und (20) analogen Relationen iiber seine Unbestimmtheits- 
grenzen nachwies: 


(23) lim inf pA 
und 
(24) lim sup Be < £a. 


Von (23) und (24) ging er zu (19) und (20) iiber, indem er sich 
auf die evidente” Identitat 





(25) a(x) —ax(b—1) = Sas hilar (w@=122; und I ganz) 
n=l 


logn 


stiitzte und etwa folgendermafen schloB: Hs sei von einer gewissen 
Stelle 7— 1, wo J ganz und > 2 ist, an?) 


9, (x) > O(x) = Ip (2), 


wo also 8,(v) und @,(%) je eine obere und untere Abschatzungs- 
funktion von #(#) ist. Nach der aus (25) folgenden Identitit 


Fie 1 1 @(1—1) # (a) 
a (a) — x(t — 1) -> O(n) ts ~ log (n+ a ~ logl 5 log (x + 1) 
n=l ; 


ist ftir ganze x > 1 


me = 2 oe 1 & (I—1) o_ (a) 
x(x) — «(1 — 1) 2D, Pa) i wad = Sig a foots = 1) 














id 
HS _ d= 98st) Sel ead 
log] log n 
n=1 
und 
1) In der Tat ist pha AU od) = 1 oder = 0, je nachdem xn eine 


log n 
Primzahl oder eine zusammengesetite Zahl ist. 
2) Ich schlieSe mich hier auch in den Bezeichnungen an Tschebyschef an, 
um recht klar zu machen, daB Tschebyschef, ohne es auszusprechen, implizite 
schon bewiesen hat: Falls 


lim 4 ==] 
; w=o wv 
ist, so ist 
three — (@) = 
H se —X- +) 
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: 1 1 0-1) | @) 
x (2) 7 w(U + 1) <2 (n) a log(n+ i oe 16a t eee 1) 
(21) _ %—1)— 90-1) : Soh eae. 
log oy logn 
Wenn also fiir alle x >/—1 
Ee, 
i 
ist, so kann 
3, (a) = ba, 
91, (2) = 0) 
gesetzt werden, und oe hiefert fiir es eed) 
y ee at C ee ‘Sas 
- 1 
DAS Dies 
n=2 


x 
b du 
=e log2 a? log w’ 
2 


wo c eine Konstante ist, d. h. fiir ganze und nicht ganze x >1 


m (a) = wae 





“du 
= ae ag 0 hae 
du 
= or nel ae =) eee 
folglich 
. lim sup ee <b 
ane log « 
Dies besagt, daf 
lim sup ae aa SANS a ao *) 
oe es 


ist. rae 
Ebenso lieBe sich aus (26) 
lim inf *“)_ > liminf 


r= 





® (a) 
eae 





loga 
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schlieBen, was jedoch wegen 


O(v) = Slog p 


psx 
< Dilogx 
psn 


= a(x) logz, 





MC edo 
Cp re aa 
logx 


unmittelbar klar ist. 

Aus (23) und (24) folgen also wirklich (19) und (20), also in 
Verbindung mit den Resultaten der ersten Tschebyschefschen Ab- 
handlung (21) und (22). 

Tschebyschefs zweite Arbeit war durch folgenden Umstand 
veranla8t worden: Bertrand” hatte bei Gelegenheit einer gruppen- 
theoretischen Untersuchung von dem Satz Gebrauch gemacht, den er 
nicht beweisen konnte und nur innerhalb der Grenzen der Tabellen 
verifiziert hatte®?: ,,Fiir jedes ganze « >7 gibt es mindestens eine 
Primzahl p, welche dem Intervall 


+ <pSa-2 


angehdrt.“ Dies beweist man nun nach Tschebyschef folgender- 
mafen. Wegen (23) und (24) ist bel gegebenem 0>0 von einem 
gewissen / = /(0) an, d. h. fiir alle x>1 
(28) a— 6c Pig +8; 
also ist speziell von einem / an 
+ 

0,9 ie 
Daher ist fiir «=U, wenn bei (2a) die Abschitzung nach unten, 
bei @(a#) die Abschiitzung nach oben benutzt wird, 


a(2x) — O(7) > 0,9-24—1,2-a 
= 0,6- 2; 


1) Auf 8.129 des Mémoire sur le nombre de valeurs que peut prendre 
une fonction quand on y permute les lettres qu’elle renferme. 
Journal de l’Kcole Royale Polytechnique, Heft 30 (im Bd. 18), 8. 123—140; 1845. 

2) So da also sein betreffendes gruppentheoretisches Ergebnis von ihm 


nur als fiir alle Permutationsgruppen bis zu 6 Millionen Elementen fiir bewiesen 
erklart wurde. 
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wegen 
a(2x) — ASE => 1 
<p sia 
log p 
2D fog G2) 
a<pste 


al 
Hes log eee log p 
a<psrez 
__ 2x) — F(a) 
yo dog (ax) 
ist also fiir x >1 
a(22) — x(x) > 0 Sines @z) 
_ Es ist daher ry te 
lim (x (22)"— x (x) = 
Aj v= )00 
die Primzahlmenge zwischen « (exkl.) und 2z (inkl.) wiichst also ins 
Unendliche. Von emer gewissen Stelle an liegt folglich zwischen 
= (exkl.) und «—2 (inkl.) mindestens eine Primzahl, und bis zu 


jener Stelle brauchte es nur aus den Tabellen verifiziert zu werden. 


So hat Tschebyschef das Bertrandsche Postulat und zugleich 


mehr bewiesen. 

Noch scharfer konnte Tschebyschef aus (28) schlieBen: Falls 
0> 0 ist, ist fir >1—1(0), was auch « >0 bedeuten mége, 
o(1+ 4x) — (7) >(1+ea(a—d)e—(Ga+ O)x 
(29) ={1l+e«—fa—2+0}«x 
Fiir jedes ¢ >+ ist 0 >0O so klein wihlbar, daB die geschweifte 
Klammer in (29) positiv ist; fiir alle «> > ist also 


(a+ =e — O(a) +0 





Tine 


- also wegen 
a((1 + &)”) — a(x) > ns ne 


lim {a((1 + 84) — a(a)} = 
In Worten: Zwischen z (exkl.) und (1 + ¢)a (inkl.) liegen, falls « > 


ist, von einer gewissen Stelle an mindestens eine Primzahl, von einer 
gewissen Stelle an mindestens zwei Primzahlen, ---, bei gegebenem 
yon einer gewissen Stelle an mindestens q Primzahlen. 

Es ist damit auch folgendes bewiesen: Wenn p, die nte Prim- 
zahl bedeutet, so ist 
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Pn +1 

. ie 

lim sup —— < #3 
nN = 00 n 


denn sonst gabe es ja ein ¢ >4, so daB unendlich oft 

seve 

Pn 

ist, d. h. zwischen p, (exkl.) und (1+ )p, (inkl.) keine Primzahl 
liegt, was dem Obigen widerspricht. 

Zum SchluB seiner zweiten Arbeit konstatiert Tschebyschef 


noch, daB das arithmetische Mittel zwischen a——— und £a—— 
? log a a logan 


>1i+e 


namlich ig, die Primzahlfunktion 2z(x) mit einem Fehler dar- 
og @ 


stellt, dessen Quotient durch die Niaherungsfunktion ea yon 
1 


emer gewissen Stelle an kleiner als j, ist. In der Tat ist bei ge- 


gebenem 0 >0 nach den Relationen (19) und (20) von einer ge- 
wissen Stelle an 








(x) log x : 
x(x) log x 
ae igh Oia e— —Va<iat+d, 
|x (x) log x& 
(30) Se rahe ea, 
oD 
@—-2 
4 ex .| 1 10 
11 U2 <itaia 
10 log & 








was, wenn nur 0 klein genug gewahlt ist, kleiner als + ist. 


Noch prignanter ist es, aus (30) fiir 0 <0 < a so weiter zu schlieBen: 











| " 1 ee a“ 
 =@) Be | Be 
_ Mlog x 1 log x 
wey |< ba + 8) 
< Goa + js, 
| 
imsyp "OT BPRS I, 


d. hit Der absolut genommene Fehler ist, wenn 0 > 0 gegeben ist, im 
Verhiltnis zum wahren Wert von einer gewissen Stelle an < 7 + 0 


. . ds 
also z. B. von einer gewissen Stelle an < a 
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Tschebyschef zog im Verlaufe seiner zweiten Arbeit aus seinen 
Satzen (23) und (24), die man ja auch mit Konstanten A, B 
‘ At { O(a) < Bx (a =2) 
schreiben kann, folgende interessante Folgerung: 
Wenn Fn) fiir alle ganzzahligen » > 2 definiert und positiv ist, 


ferner so beschaffen ist, dab 
E'(n) 


log n 


bei wachsendem » niemals zunimmt, so sind die Reihen 





@) SF (p) = FQ) + FB) + FG) ++ 
und ; — 
F@ FQ)», FC), FO 
(32) logn log2 * log3 ' log4 eee 
n=2 F 


entwedery beide konvergent oder beide divergent. 
In der Tat ist fiir ganze x > 2 


(B ( (n) — O(n — 1)) F'(n) 
Pigs a ‘Tog 


psez 
, (F (n) Fim + 1) @ (x) F(a + 1) 
->'9@) ee n  log(n+ x) i log(a@+1) ’ 
= 
also einerseits, da nach Voraussetzung stets 


F(n) Fin + 1) 
logn log (n+ m= 


























ist, 
F'(n) Fin + 1) Bu k(x + 1) 
> Fe) < Sen Geen ° dog (@+1 a 
ifse ie) 
=) F'(n) BF (2) 
~| log n (x in 1)) a “log 2. 
cae BF(2) 
eo) al ol SPs log 2.” 
andererseits 
ah Fm) Fa@+)\ , 4eF@+1) 
yKow ge er log (n+ rt Ble log (a + 1) 
psx 1=2 


log n 


I(n) A F(2) 
(34) =A Se eae 
n=2 
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Aus (33) folet, daB mit (32) die Reihe (31) konvergiert, aus (34) 
das Umgekehrte. 

Natiirlich folgt aus dem Bewiesenen die Richtigkeit der Be- 
hauptung auch dann, wenn /'() seine Voraussetzungen 

Fin F(n + 1) 

ee : = log pare oP 
nur von einer gewissen Stelle an erfiillt; denn auf die Konvergenz 
oder Divergenz einer Reihe ist die Abinderung endlich vieler Glieder 
ohne Hinfluf. 

Ich habe so lange bei Tschebyschef verweilt, weil er der erste 
war, dessen Publikationen die allgemeine Primzahltheorie gesicherte 
Ergebnisse verdankt; wie Tschebyschef die Ungleichungen (23) 
und (24) bewiesen hat, aus denen ich die weiteren Ergebnisse seiner 
zweiten Abhandlung mit wenigen Strichen entwickeln konnte, wird 
der Leser spiter bei der systematischen Darstellung der Primzahl- 
theorie erfahren. 

Tschebyschef konnte, wie aus dem Vorangehenden ersichtlich 
ist, vor allem folgende Fragen nicht loésen, welche in innigem Zu- 
sammenhang miteimander stehen. 

1. Ist es wahr, daf 





a (x) log x 
und ae 
ine 
existieren? (Alsdann miissen die beiden Grenzwerte nach den Ergeb- 
nissen Tschebyschefs = 1 sein und (3), (4) waren bewiesen.) 
2. Ist es wahr, daB fiir alle «> 0 


lim {x((1 + ea”) — 2(%)} = 00 
ist, d. h., was offenbar ganz dasselbe bedeutet, da 


lim Patt uk 
ist? ape as 

Offenbar liegt die Vermutung 1. noch tiefer als die Vermutung 2. 
welche durch sie mitbestitigt wiirde. 


Die Vermutung 1. ist nach dem Obigen mit 


ie ey 


? 


r= 0 
du 


log w 
9° 


“ 
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identisch. TFiir spiitere Zwecke will ich sie noch gleich in folgende 
Form kleiden: 
5, Li(at) 4 





iis 


wo Li(«) (sprich: eaten cities von #), abgesehen von einer 
konstanten Differenz mit 


if du 
.) logu 
identisch ist. Es gilt namlich fiir «> 1 bei zu Null abnehmendem 


positiven 0 die Definition 
1—d 


(35) Li(x) = lim{ f iat + fie) 


so dab jene Konstante = Li(2) ist: 


, au 
Tog u 





Li(2) = Li(2) e 


DaB der Grenzwert (35) existiert ace 


,@ 
du 


log u 
0 


sinnlos ist), ergibt sich foleendermaBen. Zunachst darf in wv = 0 hinein 
integriert werden, da fiir zu 0 abnehmendes u 


ist; ferner ist, wenn 


gesetzt wird, fiir 0<d0< if 


1-0 log (1—0) 


du “e” 
Nie ae 
0 —o 
=I log (1— J) 
eNpe do + f © de, 
a a 
sowle 
‘loga 
Od 


v 
-{° dv. 
log u 


1+0 log (1+ 0) 
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Nun ist 


s 
Ss 


1 v 
St ee Sie 


S| 


die Summe vom zweiten Glied an 


e — 1 v 
{—-~=14+5+-- 


v 


darf gewi8 in v =0 hinein integriert werden, so daB einfach 











log (1—0) log x log x 
inf ana fsa) fog 
Palos g(1+d) -1 
ist, und der Ausdruck 
log (i — 0) log x : 
1 og x 
5 av ad dv = log (— log (1 — 0)) + log ics 8) 
-1 log (i +0) 
log (1 — é) 
= log log z + log Tee 
hat gewib wegen 
52 
59 log (1+) o=0 Ras. 
= | 


einen Limes (nimlich log log @). 
Die Vermutung 1. ist, wie ich mit Riicksicht auf eine oben er- 
wihnte Stelle bei Dirichlet hervorhebe, auch mit 





nee ey 
Aan {z] 4 
aa log n 
i= 2 
identisch; denn es ist ja fiir «> 2? 
a 
2 log n n ioe u 
Hi 
Se 


logwu 


~ 
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und 
[x] [x] 
>, ie logn S ee a hteg log w 
xe 
du 
et 
loge “ie log wu ? 
2 
also 


, tel 


du 1 
Bae log n Pe care 


n=2 





[x] 


See 


x 
reo 
du 
ae u 


se) 


Riemann. 


Riemann, dem die Primzahltheorie die genialste und fruchtbarste 
Abhandlung” (aus dem Jahre*®) 1860) verdankt, stellte sich ein ver- 
wandtes, aber doch anderes Ziel als Tschebyschef und griff es mit 
viel kraftigeren Hilfsmitteln an. Sein Ziel war, fiir eime eng mit 
a(x) zusammenhangende, von der Primzahlverteilung abhingige Funk- 
tion einen bestimmten genauen Ausdruck aufzustellen, der ein Glied 
Li(#) und unendlich viele andere Glieder enthilt. Jener genaue, aber 
recht komplizierte*) Ausdruck setzt tibrigens gar nicht etwa in Evi- 
denz, dai 

ia 
x 


=o 
loga 





> Ts 2. 

i eeclbe ist im Bericht tiber die Sitzung der Berliner Akademie vom 
oF eee 1859 abgedruckt. 

3) Ich bitte den Leser, sich durch die auf diese Formel beztiglichen kom- 
plizierten Darlegungen nicht abschrecken zu lassen. Die Riemannsche Formel 
ist bei weitem nicht das Wichtigste an der Primzahltheorie und wird erst im 
Kapitel 19 des Werkes, um dort bewiesen zu werden, wieder erscheinen. Die 
iibrigen im vorliegenden Paragraphen genannten Higenschaften der Zetafunktion 
werden auch nicht vor Kapitel 15 wiederkehren. 


30 I. Entwicklung vor Hadamard. 








ist; man darf also nicht glauben, daB Riemanns Formel, selbst wenn 
er sie bewiesen hitte, die Tschebyschefschen Probleme gelést hiitte. 
Nun ist es aber Riemann keineswegs gelungen, die von ihm ver- 
mutete ,.Riemannsche Primzahlformel“ zu beweisen; er hat nur das 
Werkzeug geschaffen, durch dessen Verfeinerung man spiter diese 
Vermutung und vieles andere hat beweisen kénnen. Jenes Werkzeug 
ist die Anwendung der Theorie der Funktionen eines komplexen Ar- 
gumentes s auf eine ganz bestimmte Funktion €(s), die ,,. Riemann- 
sche Zetafunktion“, welche in der Halbebene? Si(s) > 1 durch die | 
Reihe 


1 
e(s) = > a 
definiert ist, wo n* die Bedeutung ¢!°8" bei reellem log hat. 
Riemann bewies: E 
1. Die Funktion &(s) ist in der ganzen Ebene regular bis 
auf den Punkt s=1, der ein Pol erster Ordnung mit dem 
Residuum 1 ist; mit anderen Worten: 


(s — 1) &(s) 
é(s) — 5 


sind ganze transzendente Funktionen. 
2. Die Funktion?” 


und 


D(g)a (8) 
(welche tibrigens in s=0 und s=1 Pole erster Ordnung hat, 
sonst regular ist) bleibt ungeindert, wenn s durch 1 — ¢ er- 
setzt wird. 
Dies lieB sich durch Benutzung der bekannten Funktionalglei- 
chungen der Gammafunktion in die Gestalt bringen: 


cl —s)= os cos ae I(s)&(s) 


und besagt in dieser oder der urspriinglichen Gestalt, daB der Quotient 
$a —s) 
&(s) 
sich durch bekannte Funktionen darstellen la8t, d. bh, daB man den 





1) Ich verstehe unter 6 = #(s) den reellen Teil der komplexen Zahl 
s=o+ tt, unter t = 3(s) den Koeffizienten von 7 im rein imaginiren Teil. 

2) Die Higenschaften der Eulerschen Gammafunktion setze ich als bekannt 
voraus. ; 
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Verlauf der Funktion €(s) in der ganzen Ebene beherrscht, falls man 
ihn in der Halbebene 
62% 


role 


verfolgen kann. 


Aus diesen Ergebnissen konnte Riemann leicht schlieBen, dab 
(s) fir s=—2,s=—4,s=—6,.-.-., allgemein s = — 2g (wo g 
eine positive ganze Zahl ist) von der ersten Ordnung verschwindet, 
sonst aber fiir alle reellen s, sowie fiir ¢6< 0 und 6 >1 von Null 
verschieden ist, so daB alle von — 2q verschiedenen etwa vorhandenen 
Nullstellen dem Streifen 0<6< 1 angehéren und nicht reell sind. 

Riemann vermutete ferner, ohne mehr als heuristische Griinde 
fiir die Richtigkeit anfiihren zu kénnen, daf die Zetafunktion folgende 
sechs Higenschaften  besitzt: 

I. Es gibt unendlich vielerNulistellen von €(s) im Streifen 
0<o6<1, die natiirlich symmetrisch zur reellen Achse und 
auch nach der Funktionalgleichung symmetrisch zur Ge- 
raden o =; verteilt liegen. 

Il. Wenn fiir 7>0 unter N(T) die Anzahl” der Null- 
stellen (mehrfache mehrfach gezahlt) verstanden wird, deren 
Ordinate zwischen 0 (exkl.) und 7 (inkl) liegt, so ist 





7 1 1+ log(2z) 


Hierbei verstehe ich unter der Bezeichnung O(log 7’) eine Funk- 
tion von 7’, deren Quotient durch log 7 absolut genommen fiir alle 
T yon einer gewissen Stelle an unterhalb einer festen Schranke lest. 
Ich yerstehe allgemein, wenn g(x) eine fiir alle reellen x von einem 
cewissen Werte an definierte und positive Funktion von « ist und 
f(x) eine von einem gewissen reellen # an definierte reelle oder kom- 
plexe Funktion von z, unter der Schreibweise 


f(a“) = O(g@) 
(sprich: O von g(z)), dab 


| F(@)| 
endlich ist, d. h., daB es zwei Zahlen § und A gibt, fiir welche bei 
allen x >& se 
‘f(#) | < Ag@) 
ist. ° 


1) Dieselbe ist fiir jedes 7 endlich, da es sich wegen der Beschrankung 
0<o<1 nur um ein endliches Gebiet der komplexen Ebene handelt. 
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Im obigen Falle gibt es natiirlich, wenn (1) iiberhaupt wahr ist, 
ein A, welches allen 7’ > 2 entspricht, da ja auf der endlichen Strecke 
2<T<E& gewib 


1 1+ log (22) ,,| 
| N(L) — 5 Tlog T— ee | 





log T' 


unterhalb einer festen Schranke liegt. Mit anderen Worten, (1) be- 
sagt: Es gibt eine absolute Konstante A, so daf fiir alle 7 > 2 


N(L) — (s> Plog T—** ble Tr) <AlogT 
ist. 
If. enthalt 1; aus Il folgt insbesondere leicht: Wenn 8, + y,i 
(n = 1,2,---), nach wachsenden Ordinaten y, geordnet, die Nullstellen 


in der oberen Halbebene sind, so ist 


konvergent, dagegen 


n=1 
divergent, d. h.: 
Til. Wenn p= 6+ yi alle nicht reellen Wurzeln von £(s) 


durchlauft, ist 
1 
ae 
Q 


1 
Ze 
divergent. ; 


Aus III. folgt: Das, was wir heute als WeierstraBsche Produkt- 
darstellung der ganzen transzendenten Funktion 


CDSE) SO =-C-Yr(F +1) 
bezeichnen, hat die Gestalt: 


(2) @-1)rG+1)s@)=e0 J (a — Jee 
@ ? 


wo k(s) eine ganze transzendente Funktion ist. Danach ist, wenn C 
die Eulersche Konstante bezeichnet, 


konvergent, dagegen 
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ere ks 
-] I = ae oT T( = =e; 


(— 165) = eT] (1—2)e%, 


wo vt alle Wurzeln von €(s) durchliuft und K(s) eine ganze Funk- 
tion” ist. 

Riemann vermutete nun: weiter auf Grund heuristischer EHr- 
wagungen: 

IV. Die in (2) und (3) auftretenden ganzen transzenden- 
ten Funktionen k(s) und K(s) = k(s) + Cs sind ganze rationale 


Funktionen ersten Grades, so daB bei beliebiger Anordnung 
der Wurzeln 0 baw. t 


—1 Sipe Fes ae 
. eas r(5+1) @ 


(s — 1)€(s) = Ae? IT (1 — 4 et 


r 





und 


ist, wo a,b, A, B Konstanten sind. 

V. Die Wurzeln 0 von €(s), welche dem Streifen 0<o<1 
angehdren, haben alle den reellen Teil 4. 

VI. Es besteht die unten mit (5) bezeichnete Identitat 
fiir eine mit z(”) eng verwandte Funktion. 

Zur Hrliuterung von VI. muB hier die Erklarung verschiedener 
Zeichen vorausgeschickt werden. 

Hs sei 

Li(e”) 

(sprich: Integrallogarithmus von e”) fiir alle nicht reellen w =u + vi 


1) Bei der Ausdrucksweise ,,ganze Funktion: oder ,,ganze transzendente 
Funktion‘ soll der Spezialfall der ganzen rationalen Funktion einschlieBlich des 
noch spezielleren Falls der Konstante nicht ausgeschlossen sein. 

Landau, Verteilung der Primzahlen. 3 
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(v 20) durch die jtnns horizontaler NGeeattn erstreckten Integrale 
definiert: 


Life”) = { £ as--ne” fir oS 0, 
ses 

Life)=[£as—ni far v <0; 
—ao+vi 


diese Integrale sind ee wegen 


konvergent. Fiir positiv-reelle w ist wegen 


est 
das Zeichen 
Li(e”) 
schon am Ende von § 4 definiert. Fiir reelle w< 0 werde fiir den’ 
vorliegenden Zweck dem Zeichen kein Sinn beigelegt. 
Es bedeute a fiir «> 1 und komplexes s den Wert efloez, wo 
log a reell ist. Ftir die Wurzeln @ ist g log nicht reell, also 
Li(ae) = Li(ees*) . 
definiert. 
Es bedeute f(a) fiir nicht ganze > 1 die Funktion 


(4) f(a) = 2(a) + a(x) + ha (x) ++, 
wo die Reibe rechts von selbst abbricht, da fiir y< 2 

m(y) = 0 
ist. f(a) ist also fiir nicht ganze «> 1 die Anzahl der Primzahlen bis 
ax plus der halben Anzahl der Primzahlquadrate bis w (d. h. der Prim- 
zahlen bis Vx) plus dem dritten Teil der Anzahl der Primzahlkuben 


bis a (d. h. der Primzahlen bis ih eee usw. Man kann hierfiir 
auch schreiben 


fa) = Ds, 

prs A 
eine in der Folge oft benutzte Schreibweise bei Summen, in denen un- 
abhiingig p alle Primzahlen, m alle positiven ganzen Zahlen durchliuft, 


so weit p” << ist. Fir ganze 2, die weder Primzahl noch Primzahl- 
quadrat noch Primzahlkubus usw. sind, sei f(a”) ebenso definiert; wenn 
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aber x = pj’ ist, so sei f(a) gleich obigem Ausdruck (4) vermindert um 














tie 
52-7 4h ane 
2 My rs 
f (x) > m 2m 
prsz 9 
il cle 
Pe ai ES Mo 
prez 


Das betreffende xz ist also gewissermafen nur ein halbes Mal bertick- 
sichtigt. Man kann auch so definieren: Fiir diese x ist bei positivem, 
zu 0 abnehmendem 0 





f(x) = ag Se 
r 
(Mittelwert an der Sprungstll); in he Tat ‘ist bei ganzem #7 = piv 
apr) es <1 
1 
OE Zs 
pl Sa 
nto Hide! 
vee 
; ‘ ek 
f(a % 0) “aS m2 ’ 
pi <a rad 
cae Gres et 
2 2M, 
a 


Offenbar ist die Anzahl der nicht verschwindenden Glieder rechts in (4) 
O (log 2), 


heda, 


54 (<a eA) 


n 


am = 2, 


erfordert: 


Jedes Glied rechts in (4) ist héchstens gleich dem vorangehenden. 
3* 
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Ae ao wenn cchabeat hate Satz) 


ay (2) = O (icp: =) 











benutzt wird, 


also {(x) gleich a(x) bis auf einen Fehler von weit geringerer Ord- 
nung als 2(@). 

Riemann stellte nun ohne strengen Beweis fiir f(x) folgende 
identische Gleichung”) auf: 


Sy, ; 1 
(5) f(a) = Li(x) Ss ene Shyuet 


oO 





dy — log 2, 


5 


wo 9,0 alle nicht reellen Wurzelpaare 

opt 71,” = 1 pe Ape 

von €(s), nach wachsendem positivem y geordnet, durchlaufen. Das ist die 

oben als Vermutung VI. bezeichnete ,.Riemannsche Primzahlformel.“ 
Ich betone nochmals, daB, selbst die Richtigkeit dieser Formel 


vorausgesetzt, daraus noch keineswegs 





/ = 7 (x) 
(6) in a Tee a= 
tied as 
: x 
fm Lica) ~ 


folgt. Die Wege zum ,,Primzahlsatz“ (6), den ich als das wichtigste 
Gesetz iiber die Verteilung der Primzahlen ansehe, sind aber, wie der 
weitere geschichtliche Verlauf zeigt, viel einfachere gewesen als die 
zur Riemannschen Formel (5). Wer den Beweis von (6) kennen 
lernen will, hat nicht nétig, sich mit dem Beweis oder auch nur dem 
Sinn der Formel (5) vertraut zu machen. 


1) Vel. § 4, Relation (20). 
2) Hin Rechenfebler im letzten — konstanten — Gliede ist berichtigt. 








§ 6, 
GauB. 3 


Ich nenne GauB erst jetzt, weil er selbst nichts tiber die Prim- 
zahltheorie publiziert hat; die niiheren Hinzelheiten seiner Beschif- 
tigung mit dem Gegenstande wurden erst im Jahre 1863 — nach dem 
Erscheinen yon Riemanns Abhandlung — dadurch bekannt, da im 
Bd. 2 seimer gesammelten Werke ein hochinteressanter Brief an 
Encke vom 24. Dezember 1849 abgedruckt ist.”) In diesem erzihlt 
GauB, daB er schon als Knabe*) tiber das Problem nachgedacht hatte 
und vor Legendre zur Vermutung gelangt war, a(x) in bestimmte 
Beziehung zu elementaren Funktionen von x zu bringen. 


Der Brieftext beginnt: . +, , 


Die giitige Mittheilung Ihrer Bemerkungen iiber die Frequenz 
der Primzahlen ist mir in mehr als einer Beziehung interessant ge- 
wesen. Sie haben mir meine eigenen Beschiftigungen mit demselben 
Gegenstande in Erinnerung gebracht, deren erste Anfange in eine sehr 
entfernte Zeit fallen, ins Jahr 1792 oder 1793, wo ich mir die Lam- 
bertschen Supplemente zu den Logarithmentafeln angeschafft hatte. 
Es war noch ehe ich mit feineren Untersuchungen aus der hdhern 
Arithmetik mich befasst hatte eines meiner ersten Geschiifte, meine 
Aufmerksamkeit auf die abnehmende Frequenz der Primzahlen zu 
richten, zu welchem Zweck ich dieselben in den einzelnen Chiliaden 
abzahlte, und die Resultate auf einem der angehefteten weissen Blatter 
verzeichnete. Ich erkannte bald, dass unter allen Schwankungen diese 
Frequenz durchschnittlich nahe dem Logarithmen verkehrt proportio- 
nal sei, so dass die Anzahl aller Primzahlen unter einer gegebenen 


1) a's 

2) Vor 1863 hatte man nur ohne nihere Erliuterung in dem 1852 erschiene- 
nen Briefwechsel von Olbers und Bessel (1, 8. 284235) die vage Andeutung 
gelesen (in einem Briefe von Bessel an Olbers vom 1. September 1810): ,,Von 


einer Untersuchung iiber das beriichtigte Integral fi theile ich Ihnen etwas mit, 


da ich glaube, dass es Sie interessiren wird. Soldner hat vor einiger Zeit eine 
kleine Schrift tiber diesen Gegenstand herausgegeben, ,,Théorie et tables d’une 
nouvelle Transcendante; von welcher Gauss und Schumacher uns einmal 
unterhielten, und welche Gauss veranlasste uns die Bemerkung mitzutheilen, dass 
das Integral, so weit er es kenne, mit der Anzahl der Primzahlen in Verbindung 
zu stehen scheine.“ 

3) GauB ist im Jahre 1777 geboren und spricht im Briefe von den Jahren 
1792—1793. 
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Grenze » nahe durch das Integral 


dn 
log n 


ausgedriickt werde, wenn der hyperbolische Logarithm. verstanden 
werde.“ 
Damit meint Gau8, daB x(x) naherungsweise gleich 


x@ 
e 
du 
.) logu 
2 


ist. DaB GauB diese annahernde Gleichheit in dem ganz prazisen 
Sinn der Gleichung 


(1) ince ent 


meint, geht aus einer spiteren Stelle seines Briefes hervor. 
GauB kniipft naimlich an Legendres Vermutung an, es sel 2(«) 
niherungsweise 
x 
log x — 1,08366 ’ 
d. h. das A(x) des § 2 habe fiir x = co den Limes 1,08---. Gaub 
berechnet nun auf Grund der Primzahltabellen den Wert von A(z) 
fiir eimige groBe Werte von z, findet jedesmal positive Werte fiir A. 
und fiigt hinzu”: 

»Hs scheint, dass bei wachsendem » der (Durchschnitts-) Werth 
von A abnimmt, ob aber die Grenze beim Wachsen des » ins Un- 
endliche 1 oder eine von 1 verschiedene Grésse sein wird, dariiber 
wage ich keine Vermuthung.“ 

Gau8 glaubt also zunichst, dab 
Alm. 


log x 


lim 


XZ=oo 


ist und halt damit die Gleichungen (1) und 


0 





lin eed 
B=o | x 
log a 


1) Sein nm ist unser wx. 








fiir richtig; ferner vermutet er, dab 
lim A (a) , 


existiert; nur will er keine Vermutung dartiber wagen, ob dieser 
Grenzwert gleich 1 oder gleich einer anderen GréBe ist. In der 
zweiten Hilfte des nichsten Satzes fiihrt er dennoch die Méglichkeit 
des ersteren Falles niiher aus: 

»lch kann nicht sagen dass eine Befugniss da ist, einen ganz ein- 
fachen Grenzwerth zu erwarten; von der andern Seite kénnte der Ueber- 


schuss des A iiber 1 ganz fiiglich eine Grésse von der Ordnung ae 
5 


sein.“ 
Mit anderen Worten: Es sei nicht unwahrscheinlich, da8 A(x) 
neben der Higenschaft pees ter 
lim A(@) = 1 
if r=0 
noch die schirfere hat, dai 


ee = log x(A(x) — 1) 
log « 
fiir =o einen Limes besitzt und daf dieser von Null verschieden ist. 
Auf diese Vermutungen ist Gau8 wohl etwa durch folgende Er- 
waigungen gekommen. 
Es werde als wahr angenommen: Die Primzahlmenge -x(a) wird 
durch die Funktion 
fi du 
.) logu 
2 


so genau dargestellt, da® nicht nur 


mie) alee u 


lim 
ie x 


"4 
pass / ar 


lim ——— 


r=o 


ist, sondern sogar 
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de. | 


(2) ee (= -fi oe 


Dann ware 


| 
Mm = fst y isa 8 é(x), 


lim ¢, (7) = 0. 
ist). In Verbindung mit der in § 4 durch (5) fiir q = 2 bewiesenen 
Relation 


du i 
eee W oss sir ae ae a a fe Tog? op? (x) 5 
2 


lim ¢ (#7) = 0 





ist, ergibt sich also, wenn 
&,(#) + &(#) = (x) 
gesetzt wird, 


ax A 
be 
































(3) pen log? x r oe +e qb (@ x) 
wo 
(4) lim «, (#7). = 0 
ist. Lést man die Gleichung (3) nach A(x) auf, so erhalt man 
a 
A(x) = loga——, veh ‘i r “Ee 
log x oe a ae a ' log®a 
& (#) 
i r + og L a5 ei ieeet ae 
an & (a) 
ae a Se r — 5 log® 
14 | &y (#) 
aa ' log # 
©) © £5 (0) 
Ca ‘1+yb5 tie qos 


1) Solche Beziehungen werde ich spiiter durch Hinftihrung der Schreib- 
weise 0(g(x)) sehr vereinfachen. ; 
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Hieraus wiirde zunichst 
hm A(¢)= 1 


folgen (wobei nur angewendet wird, dab 


&s (#) ae) 


ges 


ist, was bereits aus der Annahme der Richtigkeit der Gleichung 


ee a *(, ie) ee = 0 
r=o 5 to} 


folgt, ohne da8 (2) als wahr angenommen ge Ferner ergibt sich aus (5) 





























f =f &, (@) 
1 Seed nee log a 
og z( A(x) — 1) = loga'| — + 1 
Mgt tee 
i ip log a ee x ' log? x 
Rae las eae £5 (#) 8, (x) 
2 Goon ee 
re log a loz a — ax ae x ta He 
= - ae 3 
yeh log a v5 log? x x log? x 
& (#) 
; “og #5 (a) w. Wega s 
2 ee ex(aey 
rei =. log? gt es ae 


wegen (4) folot daraus, dab 
lim log #(A(a) — 1) =1 


ware, — unter der Annahme, da (2) wahr ist. 
Dies ist. wohl ungefahr der Anla8 zu Gau’ Vermutungen ge- 
wesen. 
Aber bewiesen hat GauB nichts; jenen Brief hat er im Alter 
von 72 Jahren, also gegen Ende seines Lebens geschrieben; der Brief 
enthalt nur eine Erliuterung und Erweiterung der Vermutungen, 
welche Gau8 schon als Knabe gehabt hatte. 


Ort. 
Mertens. 


Herr Mertens hat im Jahre 1874” zuniichst die Tschebyschef- 
schen Kunstgriffe verfeinert und zum ersten Male eine Relation be- 


Ei). 2: 





42 I. Entwicklung vor Hadamard. 








wiesen, deren Beweis Legendre» und Tschebyschef® erfolglos be- 
schaftigt hatte, niimlich die Existenz von 


hm (hae — log log r) =9 


x= 
ps 


und sogar die noch schirfere Relation 


(1) Dy = loglog2 +9 + O(isex)’ 


psx 


Ein dabei von Herrn Mertens aufgestellter Hilfssatz ist von 
besonderem Interesse: 


DA? = loge + 0(1). 


psx 


In derselben Arbeit beweist Herr Mertens zum erstenmal die 
Konvergenz einer speziellen schon von Euler® unerlaubter Weise 
benutzten Reihe, namlich 


1 1 S64 
Pr aeay Bie a ue er o= ot aoe ; 


‘wo die Nenner alle Primzahlen p > 3 durchlaufen und die Vorzeichen 
+ 1 oder —1 sind, je nachdem p, durch 4 geteilt, den Rest 1 oder 3 
léBt. Ich schreibe hier diese spezielle Reihe auf; Herr Mertens hat 
aber auch die Konvergenz einer Klasse analoger Reihen bewiesen, in 
denen statt 4 eine beliebige ganze Zahl k steht. Hr hat dann — alles 
noch in derselben Abhandlung — seine genannten Siitze und die 
klassische Dirichletsche Methode benutzt, um fiir die Primzahlen 
der arithmetischen Progression ky + 1, wo 


GR=4 


ist, die Verallgemeinerung® von (1) zu beweisen: 


as : =| og loga7+ G+ O(a)" 


aap 
psx 


Aber daraus folete nicht etwa schon, daB der Quotient der Glieder- 


1) 2b, S. 396—397; 4, Bd. 2, 8. 67—68; 5, Bd. 2, S. 6769. 

2) la, S. 225299. 1b, 8. ae 223; 2a, 8. 154—157; 2b, S. 361365; 
Ze, 8. 45— 48; 8, 8. 239244, 

3) 2, 8. 241: 43 5, S. 511—513. 

4) in die Pirmela nicht zu lang werden zu lassen, lasse ich unter den 
Summenzeichen den Zusatz mod. k stots fort. 
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ae links fiir zwel sale es ky Tey py 1 un d. ty. fen en 
gendresche Quotient 








m,,, (a) 
I, (%) 
fiir 2 = o© den Limes 1 hat. Man konnte aus Herrn Mertens’ Re- 


sultat (aber auch schon aus Dirichlets Formeln) in Verbindung mit 
bekannten Grenzwertsatzen nur schlieBen, daB 


entweder nicht existiert oder = 1 ist, allerhéchstens, dab 


7, (a) 


lim inf na ®) <1 
und a out 
/ ay sup. He) eed 
ist. 


Von Herrn Mertens’ weiteren bedeutenden Leistungen in der 
Primzahltheorie ist hier noch insbesondere zu erwihnen, dab er) zu- 
erst direkte Beweise fiir das Nichtverschwinden der unendlichen Reihen 
angegeben hat, welche bei Dirichlets Beweis des Satzes von der 
arithmetischen Progression gebraucht werden. Die Mertensschen Be- 
weise sind von der Theorie der Klassenzahl der quadratischen Formen 
unabhiingig und vollig elementar. 


Zweites Kapitel. 


Hadamard und seine Nachfolger. 


S 8. 
Hadamard. 


Nachdem Tschebyschef iiber die Unbestimmtheitsgrenzen des 


Quotienten 
x(x) log ax 
meee 
bewiesen hatte, daB die untere > 0 (sogar > 0,92129---), die obere 


1) 43 53 Gs; 7; 10. 
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endlich (und < 110555 ---) ist, wurde von verschiedenen Seiten mit 
der Tschebyschefschen Methode durch Anwendung komplizierterer 
Ausdriicke der Spielraum dieser Schranken verengert, jede der Schranken 
etwas naher an 1 herangeriickt. Dies bedeutete keinen prinzipiellen 
Fortschritt; denn mit dem Tschebyschefschen Mitteln ist es mie- 
mand gelungen, das Ziel zu erreichen, 


fine 

und ‘tae 
lim sup ae ae 

dh. oa 
a ee 


zu beweisen. Sylvester” beschlieSt 1881 eine seiner Arbeiten, welche 
diesem Ziele zustrebt und nichts weiter als eine Verengerung der 
Tschebyschefschen Schranken erreicht, mit den Worten: 

But to pronounce with certainty upon the existence of such 
possibility, we shall probably have to wait until some one is born 
into the world as far surpassing Tchebycheff in insight and pene- 
tration as Tchebycheff has proved himself superior in these qualities 
to the ordinary run of mankind.“ 

Als Sylvester diese Zeilen schrieb, war Jacques Hadamard 
schon geboren. Diesem gelang es, das Ziel zu erreichen, und zwar 
auf dem Wege, welchen schon lange zuvor zu verwandten, aber anderen 
Zwecken Riemann betreten hatte. 

Lange hatten die Riemannschen Ideen nicht nutzbar gemacht 
werden kénnen; von den Schwierigkeiten, die ihn aufgehalten hatten, 
war bis zum Jahre 1892 noch keine tiberwunden. 1892” und 1893* 
erschienen nun zwei hochbedeutende funktionentheoretische Arbeiten 
von Herrn Hadamard. Am Schlu8* der zweiten bewies er die im 
§ 5 mit I, IL, IV. bezeichneten Riemannschen Vermutungen, also 
die Existenz der 9, die Divergenz von 


a 
le] ? 
1) 8, S. 247. 


2) Essai sur l’étude des fonctions données par leur développe- 
ment de Taylor. a) Journal de Mathématiques pures et appliquées, Ser. 2, 
Bd. 8, S. 101—186; 1892. b) Thése (86 S.). Paris; 1892. 

3) ile 

4) S. 210—215. 
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ae 


Q 








die Konvergenz von 


und die Gleichungen 


/ fish ee x eh ae 
(1) OTe can pia) 


(s = 1)£(s) = Ae®f | (1 —<)e , 


t 





Mit berechtigtem Entdeckerstolz durfte Herr Hadamard in dem 
spiiteren Bericht” iiber seine Arbeiten schreiben: 

Une fois ces propositions établies, la théorie analytique des nombres 
premiers put, aprés un arrét de feaic ans, prendre un none eSsor; 
elle n’a cessé, depuis ce moment, "de faire de rapides progres.“ 

Ubrigens betonte Herr Heansherd ausdriicklich, daB er Rie- 
manns Vermutung II. nicht beweisen kénne und nicht eiumal die 


Existenz von M(t). 


" Plog T? 





tiber N(7’) erhielt er nur weniger genaue Abschitzungen. 

Auf seine ersten Arbeiten gestiitzt, bewies alsdann®) Herr Hada- 
mard im Jahre 1896 durch eine weitere lange Reihe von Schliissen 
die Gleichung 


pe tele 
° tn = 
womit, wie ich im § 4 schon gezeigt habe, auch der Primzahlsatz 
: : 1 (#) neh 
@) ea 
; log 


mitbewiesen war. Gleichzeitig wurden (2) und (3) 1896 auch von 
Herrn de la Vallée Poussin bewiesen (vgl. § 10). Hin wichtiges 
-Hilfsmittel beider Autoren bestand in dem unterwegs erbrachten Nach- 
weis, daB keine Nullstelle von €(s) den reellen Teil 1 besitzt. 


$12: 
Von Mangoldt. 


Zwischen 1893 und 1896 (Jahre des Hrscheinens der beiden 
ae eae dsehon Arbeiten tiber (s)) fallt eine weitere bahnbrechende 





1) 7, 8. 10. 
2) 4 
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epee: yon aac you aemieelaes aus dem Jahre 1895. vin nee 
Hadamardschen Hrgebnis (1) des § 8 ausgehend und durch Hinzu- 
fiigung einer langen Reihe weiterer Schliisse ‘tat Herr von Mangoldt 
die Riemannsche Vermutung VI. bewiesen, d. h. die Riemannsche 
Primzahlformel; die Hauptachwierigkeit lag, wie man sich ja denken 
kann, in dem Beweise, daf die darin auftretende Summe 

(Lila) + Li(xe’)) 

ge" 
konvergiert. Eines der von Mangoldtschen Hilfsmittel bestand darin, 
daB es ihm am Anfang seiner Arbeit gelungen war, die Riemann- 
sche Vermutung II. fast vollig zu beweisen, d. h. vollig mit der etwas 
ungenaueren ee ine O (log? 7’) statt O(log 7’), also die Formel 


NCD) = 2 log P= Or Oia ap 


Ich fiige gleich fee daB im oe. 1905 Herr von Mangoldt” 
die Riemannsche Vermutung II. in vollem Umfange bewiesen hat. 
Ubrig bleibt allen die Riemannsche Vermutung V., daf alle 
von den — 2q verschiedenen Nullstellen von €(s) den reellen Teil $ 
haben. Das ist bis heute unbewiesen und unwiderlegt. Ja noch mehr: 
Man wei nicht emmal, ob die obere Grenze der reellen Teile der 
Nullstellen = 1 oder <1 ist. Kleiner als } kann sie jedenfalls nicht 
sein; denn, da €(s) im Streifen O< 6 <1 unendlich viele Nullstellen 
hat und da in diesem Streifen aus 
f(s) = 0 
nach der Riemannschen Funktionalgleichung 
(1 —s) =0 
folot, so hat €(s) unendlich viele Wurzeln im Streifen 
reat 
tibrigens infolgedessen (nach der Schlu!bemerkung des § 8) sogar im 
Streifen 
rae 


§ 10. 
De la Vallée Poussin. 
Auf die erste Hadamardsche Arbeit aus dem Jahre 1893, ins- 
besondere auch auf die Formel (1) des § 8 gestiitzt, hat Herr de la 
re 
2) 7 


§ 10. De fa Vallée Poussin. AT 








Vallée Poussin” etwa gleichzeitig mit Herrn Hadamard und unab- 
hangig von ihm im Jahre 1896 einen Beweis des Satzes 


Tim eer 


publiziert und auch ausdriicklich die Folgerung” 


lim “ee? 
% = 00 we 
hervorgehoben. 
Den niichsten wichtigen Fortschritt in der Primzahltheorie hat 
aber Herr de la Vallée Poussin — unter Benutzung der bisherigen 


Ergebnisse — allein und als erster gemacht, in einer hochbedeutenden 
Arbeit®) vom Jahre 1899. Nachdem 1896 bewiesen war, daf a(a) zu 
: yee r ee 


jeder der beiden Funktionen i — und aa in der Beziehung steht, 
og x log 

da der Quotient fiir 7 = oo den ane 1 hat, entstand die weitere 

Frage, ob x(x) durch eine der beiden Funktionen besser dargestellt 

wird als durch die andere. In dieser Hinsicht war durch Tscheby- 

schef nur bekannt, daB 

log? a 5 x 
im 8" (ate), 


Lt=oo 


wenn vorhanden, = 1, aber 


tin (ata) — fi), 


wenn vorhanden, = 0 ist, und ferner, dafi entsprechendes fiir jeden 
weiteren ,.Naherungswert des Integrallogarithmus in endlicher Form“ 


(q—2)!a 


@ ite 
f,(*) ™~ loga T log?a a OES log?! a 





gilt. Da niimlich, wie in § 4 festgestellt wurde, 


[> 


. log? d . 
ne ee ( frat fa A) =(q—1)! 


2 


ist und da nach Tschebyschef 
1) 2, Premiére partie (8. 183—256). 
2) 2, S. 360—361. 
3) 9 
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= (x0) jige) 


wenn vorhanden, = 0 ist, so ist 











(1) 


lo 
(2) aS eS © (x(a) — f,@)), 
wenn vorhanden”), = @ — 1)!; also wird, wenn diese Grenzwerte existieren, 


a(x) besser durch i “als durch f,(a) dargestellt. 


Herr de la Vallée Poussin bewies nun 1899 fiir jedes q die 


Relation 








(3) im 
Er hat damit fiir q = 2 bewiesen, daf 


lorie du ; 
ee (. (#) be fd) — 


ist, also nach § 6 die GauSsche Ca 
lim A(a) = 1, 





ferner, wenn g = 38 eingesetzt wird, 


lim “E =(. (x = fat) = 0, 


also nach § 6 die GauBsche eee von der Hxistenz des 
oe log (A(x) — 1), 





der sich natiirlich alsdann = L ergeben sane, und eben fiir beliebiges 
q die Relation (3), welche hesagt, dab ie ‘also auch Li(«), dic 


Funktion x(a) besser darstellt als fadek f,(#), besser“ in dem ganz 


1) Und zwar sind (1) und (2) entweder beide vorhanden oder beide nicht 


vorhanden. Vgl. die Erérterungen im § 4 tiber den dort mit (18) bezeichneten 
Ausdruck. / 
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prazisen Sinn der durch Herrn de la Vallée Poussin fiir jedes q 
bewiesenen Relationen (3) und 


(4) lim ~ rest 7 (a (@) — f,(@)) = (q— 1)! 
Es ist — um die Uberlegenheit des Li(a) iiber ae f,(~) noch 
prignanter hervorzuheben —'nach (3) 

lim Suey eee Li(z)) = 0, 


L= 


wahrend nach (4) 


». dogt h* : 

lim <= (x(@) — f,(@)) = + 00 
ist. tees) tk ' 
Am handlichsten ist es, Herrn de la Vallée Poussins Ergebnis 
so zu schfeiben: Fiir jedes q ist nach (3) 


x(a) = Li(a) + 0 (- : ); 
Og" x& 
also mit Riicksicht anf § 4, (5) 
1!a 


2 — Py 
(a) = eee ay log*x a Sere ee 5 on 0 ree 


log?— log? 








Dies besagt fiir g=2 als erste der von Herrn de la Vallée 
Poussin erstiegenen neuen Stufen 


u{e) = Sra +0 Fed : 


Ich bemerke noch, daB Herrn de la Vallée Poussins Ergebnis 
(3), welches zu den wichtigen genannten Folgerungen AnlaB gab, aus 
der zuyor von ihm in dieser Abhandlung bewiesenen noch schiarferen 
Formel folgt: 


x 


(6) x(a) = A ee Cle), 


wo a eine positive Konstante ist. In der Tat ist fiir jedes q 


lim (“22 . me~eVi0n7) — = lim mele 


ee x z= vo gt VIB 








29 

4 
= lim 2 
ay 

y=o € 


=. 


Landau, Verteilung der Primzahlen. 4 
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Um das « niher zu erliutern, fiige ich hinzu, da es Herrn 
de la Vallée Poussin zunichst gelungen war, den Satz zu beweisen: 
Es existiert eine positive Konstante a, fiir welche das Gebiet 


1 
——— 2 
iy eae | ee 


nicht unendlich viele Nullstellen von €(s) enthilt, d.h. fiir welche 
es ein ¢, derart gibt, daB 
(6) ECS) Oe Tr Og ieee 


ist. 


1 
alogt? t= ty 
Mit noch anderen Worten (ohne dabei die Zahl a zu erwihnen): 
Fiir die Nullstellen 6,-+ y,7 von €(s) in der oberen Halbebene ist 
lim inf (1 — 6,) logy, > 0. 


n=o 


Fir jedes solehe a (er bewies, daB ~ — 0,034666 ---, d.h. 


a = 288... diese Higenschaft hat) folgerte er nun (5) in dem Sinne, 


daB « jede Zahl < - * _ bedeuten kann”, also z. B. fiir 


Va 
¢ = 0,186. 

Um von (6) zu (5) tiberzugehen, machte er nochmals von den Hada- 
mardschen Sitzen iiber Existenz und Verteilung der Nullstellen von 
£(s) Gebrauch. 

So viel tiber Herrn de la Vallée Poussins Beitrige zum all- 
gemeinen Primzahlproblem. 

Bei dem Problem der Primzahlen der arithmetischen Progression 
hat er®) durch ganz analoge Methoden in ihrer Anwendung auf Ver- 


allgemeinerungen der Riemannschen Zetafunktion den Nachweis ge- 
fiihrt, daB fiir die Anzahl der Primzahlen ky + 1,< 2%, wo 





(4, 1) =1 
ist, 
ee Ce poll 
Lem) 
log x 


ist, ebenso fiir die Summe ihrer Logarithmen 


o, (a) Se ae Dp, 
poly 
psu 





1) Zur Orientierung: (6) ist besser, je kleiner a ist; (5) ist besser, je gréBer 
a ist. 
2) 2, Deuxiéme partie (S. 281—362). 
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ist; er bewies also insbesondere fiir zwei solche Progressionen ky + 1 
ky + 1, mit derselben Differenz 
lim ead pe =] 


A On TES, (£) 4 


vw? 


womit die Legendre-Dirichletsche Vermutung bestatigt war. 

Gleichzeitig wurden diese Siitze, wenigstens fiir (7), auch von 
Herrn Hadamard in der 1896er Arbeit» entwickelt, ohne daB hier 
die Beweise in allen Hinzelheiten ausgefiihrt wurden. Herr Hada- 
mard bemerkt mit Recht, da8 mutatis mutandis alles auch geht, 
tiberliBt aber dem Leser seht qiel, wihrend Herr de la Vallée 
STDs yet alle jene Hinzelheiten eingeht. ° 


Salis 
Verfasser. 

Die erste meiner Arbeiten, von denen ich hier sprechen mu, 
ist vom Jahre 1903”. Sie hat zwei nach derselben neuen Methode 
bearbeitete Teile, einen auf das Primzablproblem beziiglichen und 
einen, der das entsprechende allgemeinere Problem fiir die Primideale 
eines algebraischen Zahlkérpers behandelt, wovon in diesem Werke 
nicht die Rede sein soll. 

Der erste Teil enthalt kein neues Ergebnis tiber (x), sondern 
liefert auf sehr abgekiirztem Wege den Primzahlsatz und tberhaupt 
mit Ausschlu8 der Formel (5) des § 10 alle Hadamard-de la 
Vallée Poussinschen Ergebnisse tiber x(x); an Stelle jener Formel (5) 

aber die fast gleich ea ey 


a(n) = oe o(ee-V*) 
welche auch fiir jedes ¢ 


lim °E e ah it) =o 


lim 





1) 4 
2) 10. ; 
3) Hierin hiitte ich damals 13 ohne weiteres bis zu 10 (exkl.), aber nicht 
weiter, also gewiB nicht bis zu 2 hin verkleinern kénnen. 
4* 
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(Formel (3) des § 10), also alle Konsequenzen daraus liefert. Jene 
neue Methode, deren Hinzelheiten der Leser in der Folge kennen 
lernen und bei den verschiedensten Problemen mit Erfolg ange- 
wendet, finden wird, fihrt erstlich bei dem vorliegenden Problem 
viel schneller zum Ziel, ab ovo auf wenigen Druckseiten gegentiber 
den zwei viel lingeren ilteren Beweisen; dann ist sie prinzipiell eln- 
facher, da sie von den neueren Hadamardschen Satzen tiber die 
ganzen Funktionen im allgemeinen und (s —1)£(s) im besonderen 
keinen Gebrauch macht, also die Existenz der komplexen Wurzeln 
von £(s) nicht als bekannt voraussetzt, ja nicht einmal die schon 
durch Riemann gesicherte Tatsache, da €(s) in der ganzen Ebene 
existiert. Ich bleibe beim ganzen Verlauf meines Beweises des Prim- 
zahlsatzes 


mt (a) 


lim ——~— = 1 
x 


r=oo 


log x 


und der allgemeineren Relation 


x 
. log? ae “du A 
jin (x al i) my 


2 


soweit ich aus der Halbebene 6 > 1 herausgehe, in nichster Nahe der 
Geraden o = 1, eben in einer solchen Nahe, von der ich mit den 
elementarsten Mitteln nachweise, da £€(s) dort keine Nullstelle hat 
und gewisse Ungleichungen erfiillt. 

Im zweiten Teil meiner Arbeit, den ich, wie gesagt, in diesem 
Werke nicht reproduziere, um nicht den Boden der elementaren Zahlen- 
theorie zu verlassen, habe ich mit meiner Methode iiberhaupt zum 

ersten Male den entsprechenden ,,Primidealsatz“ beweisen kénnen; 
alle friiheren Methoden konnten nicht zum Ziele fiihren, weil fiir die 
betreffende veralleemeinerte Zetafunktion unbekannt war — und auch 
heute noch unbekannt ist —, ob ihr Produkt mit s—1 eine ganze trans- 
zendente Funktion ist oder auch nur irgendwo links von einer gewissen 
Geraden existiert. Ich hatte damit eines der sogenannten Hilbert- 
schen’) Probleme gelést. Ich erwiahne dies, um dem Leser verstind- 
lich zu machen, warum ich solchen Wert auf eine Methode lege, 
welche bei dem Problem, an dem er sie zuniichst kennen lernen soll, 
kein neues Endergebnis gegentiber den ilteren Methoden liefert. 
Ubrigens wird der Leser atich Probleme der Primzahltheorie kennen 





1) Za, S. 275—276; 2b, S. 215; 8, S. 86. 
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lernen, die erst mit den erwihnten, von mir herriihrenden Hilfsmitteln 
bewaltigt werden konnten. 

In einer anderen Arbeit» yom Jahre 1903 gelang es mir ganz 
ebenso mit jenen einfachen Mitteln (die hier umsomehr den Weg ab- 
kiirzten, als die unnétig gewordenen Hilfssiitze tiber Existenz und 
Verteilung der Nufletellen: der betreffenden Funktionen bei Herrn 
de la Vallée Poussin einen breiten Raum einnahmen) zu beweisen, 
daB fiir die Primzahlen <w in der arithmetischen Progression y+, 


,,, (&) 1 
ee ee 
log x 


ist, und auch (was bei Herrn de la Vallée Poussin noch nicht 
ausgefiihrt war), daB fiir jedes. ¢ 
Epona 


Log ‘ 1 ee 
@) Zin = 0st fre) ~° 
\ 2 / 


ist. Ich bewies nimlich zunichst durch Anwendung des Cauchyschen 
Integralsatzes*), daf 





r 
2) x,(0) = he fit + Olce Vor) 
ist, wo y eine — tibrigens von k abhiingige — Konstante ist. Mit (2) 
war wegen 
ge 
lim (logs ge °) =0 
(1) bewiesen. 

In meinen Abhandlungen seit 1903 habe ich jene Beweise nur 
unwesentlich vereinfacht und héchstens etwas allgemeiner formulieren 
k6nnen, so daf immer deutlicher wurde, wie wenig die Higenschaft 
der p, gerade die Primzahlen zu sein, bei den Beweisen benutzt wird. 
Im Jahre 1908° bewies ich itibrigens zum erstenmal (durch eine 
neue Hilfsbetrachtung mit meinen elementaren Methoden), da in (2) 
die Zahl y von & und 1, unabhingig (z. B. = 9) gewahlt werden kann. 

Ich will unter Ubergehung einer groBen Reihe meiner Abhand- 





1) 13. 

. Dieses klassischen Hilfsmittels konnte ich in keiner meiner Arbeiten 
entraten, wenn ich sie nicht in ganz unndtiger Weise durch Maskierung des- 
selben hiitte in die Linge ziehen wollen. 

3) 40. 
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lungen, deren Ergebnisse in das vorliegende Werk hineingearbeitet 
sind, nur noch zweierlei erwahuen. — ew 
I. Kiirzlich habe ich” gezeigt: Man kann, von Herrn de la Val- 

lée Poussins Satz (6) des § 10 
1 
€(s) = QO fiir ¢ = 1— Pato 
ausgehend, ohne nochmals die Existenz der Wurzeln von ¢(s) anzu- 
wenden (von ihrer Existenz muS man allerdings zur Zeit Gebrauch 
machen, um ihre Nichtexistenz im Gebiete des genannten Satzes (6) 

zu beweisen), den Satz (5) des § 10 


x 


+ du Tix ipe 
ate = ft + Ola nv09 


3 


a 


fee 


direkt, und zwar auch fiir alle 

1 

Va’ 

auf meinem Wege beweisen. Dies ist von groBer Tragweite, da das 
Analoge auch fiir Zahlklassen gilt, bei denen die Existenz der zu- 
gehérigen Funktionen in der ganzen Ebene zweifelhaft ist. Ubrigens 
hatte ich bei jener Gelegenheit auch Herrn de la Vallée Poussins 
a verkleinert, also @ vergréfert und damit die Primzahlmenge ge- 
nauer abgeschitzt, als bisher geschehen war. 

II. Von meinen Arbeiten in der Primzahltheorie hat mir nachst 
der am Anfang dieses Paragraphen genannten vom Jahre 1903 am 
meisten eine meiner letzten” Freude gemacht, in der es mir gelungen . 
ist, den von Mangoldtschen Beweis der Riemannschen Primzahl- 
formel durch einen erheblich kiirzeren zu ersetzen; hernach fiihrte 
ich®) das auch bei einer analogen Formel fiir die Primzahlen einer 
arithmetischen Progression aus; die entsprechende Ubertragung der 
von Mangoldtschen Methode war wegen der Kompliziertheit der Be- 
trachtungen, die sich im allgemeinen Fall der Progression noch steigern 
wiirde, nie bewerkstelligt worden. 


Damit habe ich dem Leser die wichtigsten Marksteine in der 


1) 42, 8. 46—53. An einer Stelle von 34 (S. 239244) konnte ich den in 


(EG 


Betracht kommenden Nachweis nur fiir alle « << eae fiihren, in 42 dann fiir 
{ 2Va 
alle — 
ae Va 
2) 35. 
8) 41. 
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Entwicklung des Primzahlproblems gezeigt, soweit sie sich auf die 
asymptotischen Gesetze von a(x) und die genaue Riemannsche For- 
mel nebst den Analoga bei der arithmetischen Progression beziehen. 
Ich mu naturgemif darauf verzichten, weitere Dinge in der Hin- 
leitung aufzufiihren, die ja nicht eine Aufzihlung aller im folgenden 
zu beweisenden Siitze bieten soll. Im Gegenteil: Alles, was ich bisher 
besprochen habe, gehért den zwei ersten der folgenden sechs Biicher 
an, und auch in diesen zweien steht mancher wichtige Satz, den ich im 
vorhergehenden auch nicht einmal andeutungsweise erwihnt habe; ich 
werde auch manchen verdienten Forscher noch zu nennen haben, von 
dem der Leser in diesen Zeilen noch nichts erfahren hat. Aber der 
Leser, der mir bis hierher getreulich gefolgt ist, wird schon ungeduldig 
geworden sein, endlich die Beweise fiir die Sitze kennen zu lernen, die 
ihm hier aufgezihlt wurden.. Sir, wird sich wie ein Wanderer vor- 
kommen, der eine Bergwanderung machen will und statt dessen nur zu: 
héren beKommt, wer zuerst die Berge erstiegen hat und wie er, wenn 
er einmal auf einer Spitze angelangt sein wird, von da aus auf einen 
anderen Gipfel direkt in der Héhe steigen kann, ohne inzwischen ins 
Tal zuriickzukehren. Also bitte ich den Leser, jetzt mit mir hinauf- 
zusteigen und sich nicht zu bald wieder nach dem Tale zuriickzu- 
sehnen. Was er bisher erfahren hat, wird ihm doch, weil es ihm die 
Ziele im voraus zeigt, bei der Wanderung von Nutzen sein, und die 
Entwicklung der Wissenschaft ist ja gerade in der Primzahltheorie 
ahnlich gewesen: Man hatte meist lingst in scheimbar greifbarer Nahe 
die Ziele vor Augen, welche man dann nur langsam erreichen konnte. 
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ERSTES BUCH. “ 


UBER DIE ANZAHL DER PRIMZAHLEN 
UNTER EINER GEGEBENEN GROSSE. 





Erster Teil. 


Anwendung elementarer Methoden. 
Drittes Kapitel. 
Uber die Wahrscheinlichkeit, daB eine Zahl Primzahl ist. 


§ 12. 
Bezeichnungen. 
Schofi im § 5 habe ich die Bedeutung der Abkiirzung 
| 3 f(x) = O(9@) 


erklart, in welcher f(”) und g(x) fiir alle (nicht nur ganzzahligen) 
positiven # von einer gewissen Stelle an definiert sind und g(x) von 
einem # an positiv sein soll, namlich: 


lim sup ; = 


Peete 

d. h. es gibt ein € und ein A, so daf fiir alle a> & 
‘f(@)| < 4g@) 

ist. Eo ipso ist hierbei A positiv. 


Beispiele: es 

iL = OCe); 

yes ue O(2), 

1 i 

v2 

«sinc = O(2), 

er — O(1) 

usw. 


Dies Zeichen O gestattet oftmals bei komplizierten Formeln, 
welche nur asymptotischen Zwecken, d. h. Limesbeweisen fiir v7 = ~, 
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dienen sollen, von vornherein mehrere Glieder, auf deren genauere 
Abschiitzung es nicht ankommt, in ein abgekiirztes Symbol zusammen- 
zuziehen. 
Das Zeichen geniigt natiirlich den Bedingungen: 
1. Aus 
| f,@) = 014), 
fa("%) = OG (@)) 


f, (a) + fel) = 0(9,(@) + 950). 


Denn, wenn fiir « > &, 


folgt 


li @) |< Aig. (@), 
| fa(#) | < Ayge (2) 


ist, so ist fiir x > &, wo & die gréBere der beiden Zahlen &,, & be- 
zeichnet (d. h. eventuell ihren gemeinsamen Wert, falls sie gleich sind), 


in Zeichen, wo 
&; — Max. (&,, &) 
IA@ +h@\ Ss A@!+|A@| 


< Ayg,(%) + Agge (x) 
< Max. (A,, As) - (9, @) + 9, (@)). 


fine E, 


ist, 


Falls hierbei 
9, (@) = Go (a) 


ist, so ist natiirlich 
(2) + fh@) = O29, @) 


e = O(9,(@). 
2. Uberhaupt folgt aus 


f(x) = O(ag@@)), 
wo @ eine positive Konstante ist, offenbar 


f(#) = O(g@)). 
|f@) |< A-ag(a) 


ist, so ist eben fiir jene x 


[f(@) |< Aa-g(@). 


f, (2) = O(9,(@)), 
f(@) = O(9,(@)) 


Denn, wenn fiir 7 > & 


3. Es folgt aus 
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offenbar 
: Ai(@) fo(@) = O91) Go (@)); 
denn, wenn fiir # > &, 
A@)| < 4%), 


ey As 0512) 
ist, so ist fir > Max. (é,, &) 


A) fh (@)| < Ay Ag: 94(%) Go(@). 

Mit O(1) bezeichne ich nach dem Obigen jede Funktion von 4g, 
welche fiir alle hinreichend groBen x definiert ist und entweder fiir 
x = co eimen endlichen Limes besitzt oder wenigstens dem absoluten 
Betrage nach fiir alle hinreichend groBen x unterhalb einer festen 
Schranke verbleibt. Hine reelle Finktion wird also mit O(1) bezeich- 
net, wenn sie fiir # = oo endliche obere und untere Unbestimmtheits- 
grenze besitzt, eine komplexe Funktion, wenn dies von ihrem reellen 
und imaginiren Teil einzeln gilt. 


Dir 2s €, 


Beispiele: 

sin ¢ = O(1), 
a a O(1), 
sin x / 
in _ (1), 
wee — O(1), 

poo) 

usw. 


Nicht so hiufig, aber mitunter gebrauche ich auch folgendes 
Zeichen: 

Definition: Wenn f(z) und g(#) von einem gewissen % an 
definiert sind und g(z) fiir alle hinreichend grofSen « posi- 
tiv ist, schreibe ich 


f(z) = 0(g@) 


(sprich etwa: klein o von g(q)), falls 


f(#) 
ee 


ist. 
O soll an Ordnung, o an ,von kleinerer Ordnung“ erinnern. 
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Natiirlich folgt aus : 
f(@) = 0 (g(@)) 


f(a) = O(9@); 
f,(2) = 0(9,@) 
he (x) a0. (Je ()) 


unmittelbar nach Definition, dab 


fi) fo(@) = 9 (I) Ie (a)) 


a fortiori 
ebenso folgt aus 


nebst 


ist; denn 
. f, («) | 
ay 9; (&) ear 
imo ag 
g=co Ys (a) 
liefert 


- £0) file) _ 
LL aO er ole. 


Ich brauche wohl kaum die evidente Tatsache zu erwahnen, daB 
es eine Stufenleiter der Ordnungen fiir das Verhalten der Funktionen 
bei = o nicht gibt; z. B. von zwei fiir «> 0 definierten und fiir 
% = oo unendlich werdenden reellen Funktionen kann durchaus nicht 
immer eine als die stiirker unendlich werdende bezeichnet werden. 

Definition: Ich nenne zwei von einem & an positive Funk- 
tionen 7,(%) und f,(#) asymptotisch gleich, wenn 


seh pee 
SEAS 
ist, und schreibe dafiir 
: f,(@) ~ f(@): 


Diese Definition erfiillt natiirlich die drei Bedingungen, welche 
fiir jeden derartigen Begriff erforderlich sind: 
1. Sie ist symmetrisch in f,(x) und f(a). 


2. Es ist 
pare fi (@) ~ f,(@). 
f(@) ~ fh), 
el fala) ~ f(0) 


f,(«) ~ fs(@). 
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(In der Tat folgt aus 





f(a) 
eile ae aes 


und 


em fy (@) 


2= ea Ca : 
tom A) 


r= ee = 


daB 


ist.) 
Hierbei ist stets — was fiir meine Zwecke gentigt — nur von 
Funktionen die Rede, die yon einem gewissen x an ae sind. 
Beispiele: 
_@#~x+ sing, 


2 + 1000 Vx ~ «, 


Pirate 
VirVa +l, 
1 1 
a+logaz Ca? 


zx 
i du x 
nbaslesiy bat, 5d 
. logu loga 
usw. 


Definition: Zwei von einem gewissen 2 an positive Funk- 
tionen f,(~) und f,(z) haben dieselbe GréfBenordnung, wenn 
ihr Quotient 

f, (# 

f(a 2) 
von einem gewissen% an unterhalb einer endlichen und ober- 
halb einer positiven Schranke verbleibt. 

Diese Definition ist offenbar symmetrisch in f,(%) und f,(z); es 
ist eben notwendig und hinreichend, daf 


f,(@) = OF2@)) 


fhe) = OF, @) 
ist. Ferner hat selbstverstindlich f,(7) mit f,(x) dieselbe GréBen- 
ordnung, und wenn /,(2), f,(x), sowie f,(x), f;(~) dieselbe GréBen- 
ordnung haben, so haben ersichtlich f,;(v) und f,(”) dieselbe GréBen- 


ordnung. 


und 
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Beispiel: « und 2x7 +1+2snz haben dieselbe GréSenordnung. 
Definition: Unter 


Sen) 


verstehe ich, wenn w >v ist, mégen diese beiden Zahlen ganz 
sein oder nicht, die Summe 
[w] 


f(r), 


n={[v] 


wo also n alle ganzen Zahlen des Intervalls von [v| inkl. bis 
[w] inkl. durchlauft, deren Anzahl [w] —[v] +1 betragt. Falls 
w<v ist, moge 


Sf) =0 


sein. 
Entsprechend sei 


N= (0 


w [w] 
Lf) = If) 
fiir w>v, dagegen 


Tif) =1 

fiir w<v. 7 
Beispiel: ze 

Bs Slog n = log 2 + log 3. 

Definition): Unter ‘ 

Sf (P) 


psx 


IT f (2) 


psx 


bzw. 


verstehe ich eine Summe bzw. ein Produkt, wo p nur alle 
Primzahlen <a durchliuft. In 


= f(p) 
uf f(p) 


i) Diese in der Kinleitung schon mehrfach benutzte Bezeichnungsweise soll 
dauernd in diesem Werke verwendet werden, 





pees 
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ist gemeint, da p alle Primzahlen, wachsend geordnet, durch- 
lauft. Hntsprechend sind die Angaben v<p<w, p> und 
dergl. zu verstehen. 


§ 13. 





Divergenzbeweis der Reihe >> und des Produktes l l 
. 


p 


1 
=} 
Satz: Die unendliche Reihe 


1 
ery >> 
. . . . P 
divergiert, d. h.» es ist 
: ab 
lim > 4 = x; 
=O ne x a 


das ungndliche Pro ani 


divergiert auch, d. h.® es ist 
1 
wi ? 
psa eae 


Pp 
lim [ T( - a) zNiy 


Beweis: Bekanntlich divergiert die harmonische Reihe 


lim 


r= 





fo. 0} 
“4 
Nn? 





1+444444+-5= 


i= 1 


x 
A 1 
lim —= oO. 
$4 n 
ae | 


Nach Annahme einer beliebigen positiven GréBe g gibt es also ein 


& = &(g), so daf : 
(1) iad 


ist. 

1) Denn eine monoton zunehmende Folge positiver GréBen kann nur kon- 
vergieren oder zu + oo divergieren. 

2) Vgl. die vorige Anmerkung. 


Landau, Verteilung der Primzahlen. 5 


42h. es: ist 
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Wern p irgend eine Primzahl ist, so ist 
1 1 1 
fi) ney eee 
5 , 
also, wenn diese Gleichung fiir alle Primzahlen < & angesetzt und als- 
dann das Produkt gebildet wird, 


(2) Le See 
- Dp 


pss 


Die rechte Seite von (2) ist aber offenbar, da das formal gebildete 
Produkt endlich vieler absolut konvergenter Reihen absolut konver- 
giert und beliebig geordnet werden darf, 


foe} 
gu! 
nm? 
n= 


wo m alle ganzen Zahlen durchliuft, deren Primfaktoren simtlich < & 
sind. Nun ist aber, da die Zahlen <€ gewif alle zu diesen n in X” 





gehoren, : 
Si ie 
vee, we m7 
n=1 n=1 
also nach (1) 
oe 
Ds (yee ml es 
Pp 
5 
yd 
Sal 0 
n=1 
> 9; 


womit die zweite Behauptung des Satzes, nimlich 


| lit aes, 
d. h. x 

es ea 
bewiesen ist. . 


Daraus folgt aber unmittelbar die Divergenz der Reihe 


a 
ne 
riety 


§ 14. Hilfssatz aus der Zahlentheorie. 67 








denn eine unendliche Reihe 


mit positiven, simtlich von 1 verschiedenen Gliedern ist bekanntlich 
(dann und) nur dann konvergent, wenn 


lim — ap. 4). — 4) 


a= oo 


vorhanden und von O verschieden ist. 


§ 14. 
Hilfssatz aus ne Zahlentheorie. 


Satz: Es seien p’, p”,:- ”) irgend @ gegebene verschie- 
dene Primzahion (nicht Aponetdie die @ eraten) und es sei 
2 >0.7% Dann ist die Anzahl 


B(x) =n Ba; Pp, pe im -, p®) 


der ganzen Zahlen <2, welche durch keine dieser @ Prim- 
zahlen teilbar sind, 


B(x) = [zx] (ein Glied) 
2 [= cee a) (9 Glieder) 


ae py | =p bis p 7 | ia + Let, (§) Glieder) 








pes ee 2 4 peek (@)Glieder) 
+ ( Mo ae, (ein Glied). 


Hierin stehen also in der (k + 1) ten Zeile(k = 1,---, @) die (;) Glieder, 


die allen Kombinationen der @ Primzahlen zu je k& entsprechen, jedes 
mit dem Faktor (—1)' versehen. Die Anzahl aller Glieder ist also 


14()4Qe+Q) +64 Q-a4y 


Beweis: 1. Fiir @ =0 wire der Satz trivial; wenn keine Prim- 
5* 
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zahl gegeben ist, ist die Anzahl aller ganzen Zahlen bis # (ink1.) 
B@) = [2]. 


2. Fiir 9 =1 ist die gesuchte Anzahl (d. h. die Anzahl aller 
ganzen Zahlen <4, die nicht durch p’ teilbar sind) mit der Anzahl 
[a] aller ganzen Zahlen < a, vermindert um die Anzahl aller Multipla» 
von p’, welche <# sind, identisch. 

Nun hat allgemein fiir jedes m (mag es Primzahl sein oder nicht) 
die Anzahl seiner Multipla <# den Wert 


ree 
Lm.\? 


ym <u 


denn, wenn 


sein soll, so muB 
ys — 
sein, und solcher positiver ganzer Zahlen gibt es stets [=| (auch wenn 
m >« ist, alsdann eben keine). 
Daher ist die gesuchte Anzahl 


Be) = [2] —[F], 
was gerade die Behauptung ist. 
3. Fiir 9 = 2 ist die gesuchte Anzahl: Die Anzahl [x] aller ganzen 


Zahlen < wz, vermindert um die Anzahl ea aller Multipla < x von p’, 


= | aller Multipla <a von p”, aber zum 


vermindert um die Anzahl | - 


SchluB noch (da fiir jede Zahl, die zugleich durch p’ und p” teilbar 
ist, hierdurch zweimal eine Einheit weggenommen war, sie also zur 
Zeit gewissermafen statt 0 mal —1 mal gezihlt ist) vermehrt um 


‘ x . ea ae 
die Anzahl Baa der Multipla < x te Do 
x x x 
Bie) = [el allen eee 
4. Es sei 9 >1-beliebig. Dann bedeutet das allgemeine Glied 


ae ‘| ee Bea 

(<1) ph)... pp 
des behaupteten Ausdruckes fiir B(w), daB fiir jedes Multiplum von 
pe --- po», das <a ist, eine Hinheit zu- oder abgezihlt wird, je nach- 





1) Unter Multiplum verstehe ich das Produkt mit einer positiven ganzen Zahl. 
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dem k gerade oder ungerade ist. Wie oft ist also irgend eine Zahl 
< « beriicksichtigt? Wenn sie durch keine der Primzahlen p’,--., p@ 
teilbar ist, emmal, niimlich im ersten Gliede [x]. Wenn sie durch 
mindestens eine und zwar genau y (1 <y<@) jener o Primzahlen 
teilbar ist, 


is EO iy () 


re a er) 
=(1—1y 
= 0 


Male; denn der (f+ 1)ten Zeile entsprechen gerade (;,) Glieder mit 


dem Vorzeichen (— 1)* (auch fir k> y, nimlich. alsdann 0 Glieder). 
Dammit ist der Satz allgemein bewiesen. 


Seid, 
Beweis des Satzes a(x) = 0(x). 


Welches ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB eine positive ganze 
Zahl eine Primzahl ist? 

Diese Frage ist noch nicht prazise gestellt; denn der Begriff der 
Wabhrscheinlichkeit ist nur fiir endlich viele mégliche Fille als der 
Quotient der Anzahl der giinstigen durch die Anzahl der méglichen 
Falle definiert. Wenn also gefragt wird, mit welcher Wahrscheinlich- 
keit eine positive ganze Zahl <w, wo x = 1 ist, eine Primzahl ist, so 
lautet die Antwort ohne weiteres 

U(X) 
[a]? 
mit der zu Anfang dieses Paragraphen gestellten Frage ohne Hinzu- 
fiigung des 7 meint man also natiirlich, welches der Limes 
eh) 
ed 
ist, korrekter ausgedriickt: ob dieser Limes existiert und, wenn ja, 
welchen Wert er hat. Wegen 
lim #2] — 4 


xz 


uVu=oo 


ist die Aufgabe identisch mit dem Problem, die Existenz des Limes 
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lim - ad) 
x 


L080 


mit etwaiger Wertbestimmung zu untersuchen. 
Die Antwort gibt der 


Satz: Es ist 
x(x) = o(2), 
d. h. 
lim™=? — 0. 


Beweis: Es sei 6 >0 gegeben; nach dem Satz des § 13 gibt es 
ein g derart, dab, wenn p,,---,p, die 9 ersten Primzahlen sind, 


: GN AS, 
: fte-2)<3 
ist. Ich nehme «> p, an; dann ist offenbar 


x(t) << e@ + Bx; p,, Pe, > ++) Pp)3 


denn die x(%) — @ von p,, --,p, verschiedenen Primzahlen < x ge- 
héren saimtlich zu den B(«; p,,p2,+--, Po) Zahlen < z, welche weder 
durch p,,---, noch durch p, teilbar sind. Nach ORS Satz des § 14 
ist also 


osetta-BU7}+3 len] eee ee “7, | 


folglich, wenn ich alle 2° Has Klammern weglasse, was einen ab-. 





solut genommen unterhalb 2° gelegenen Fehler verursacht, 





Lae 
Q 26 canada es (ile te 
x(t)<o+2%+a = ae + (-1e 
<1" 


=o a(t JOB) (0 


Pe 
ki g ee 
° a z a8 H(t a) 
also wegen (1) 
) fa) 
T(¢) <tee ee 
Wird nun § = &(0) so gewihlt, daB 

>i 
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und 
”) 
G2 Ge 
ist, so ist fiir alle >& 
“) Ci) 
x(a)<sktsa 
0 0 
e Sg er oe 


= O02, 
=< 0, 


% 2 
womit die Behauptung 
x (X) ely 


x 


ime 


LZ=o 


bewiesen ist. 
ae os Wege zu unserem fernen Ziel 


m() ~ ioe 
sind wir also schon so weit gelangt, daB wir wissen: x(x) wird zwar 
mit x unendlich, aber schwacher als z. 


Viertes Kapitel. 





Beweis, daB x(a) von der GréBenordnung toate ist. 
8 16. 
Hilfssatz tiber T(x). 
Definition: Fiir alle x >0O sei 7(x) durch eine der Glei- 


chungen 
22) = og », 


T(x) = log. Ln, n 
T(x) = log (Lx]}) 


definiert. 
Fiir ganzzahlige x > 0 ist also insbesondere 


T (2) = log (a!). 


ast. 
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Satz: Hs ist 
T (a) = 2 loga + « + O(log 2). 


Beweis: Es ist fiir 2 > 1 einerseits” 


a7 a—1 
Slog n =Zlogn + log [a] 


_1 "+1 
aD: "J logn du + log 


[2] 
=f logu du + log [x] 
il 


< flogu du + log « 
it 


‘=xlogx—z2+1+logaz 
(1) =xlogx—x+ 0 (loge), 


andererseits 


Slog n SSiaea 
n=1 


n=2 


x log ud 
Sp ce U 


[z] 
alee du 


= floguds — flog udu 
[] 


> flog udu —logz 
ir 


=xzlogx —x+1—logex 
(2) =x logx—x+ O(logz). 
Aus (1) und (2) zusammengenommen folet die Behauptung 
T(x) = slog 2 —x-+ O(log 2). 
1) Die folgenden isin sind auch fiir 1<a < 2 richtig, da wikdane 


“2-1 
nach Festsetzung. >’ und s den Wert 0 bedeutet. 


n=1 n=2 
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Von diesem Satze wird vorliufig nur die weniger scharfe Fassung 
T (x) = xlogx + O(#) 


- gur Anwendung kommen. 
Sy Rr. 


_ Einfithrung der Funktionen 3(x), w(x) und grundlegende 
Identitat. 
Definition: Hs sei» ftir x >0 
#(2) =Slogp 

psx 

und w(x) durch die von selbst abbrechende Reihe erklart: 
(@) = (x) + (Vx) + o(V¥x) + 
-> o(V2). 


m= 


I; 


Offenbar ist 
log 
log 2 


¥(@) = 9 (Va); 


m= 


Va>2 


“ loga> log 2 





denn 


; erfordert, daB 


ist. 
Durch Vertauschung der Summationsfolge kann man fiir «> 1 
- auch schreiben: 


v(@)=S logy 


m= A m 








1) &(”) war bereits in § 4 80 definiert. 
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Also ist w(a) fiir # > 1 offenbar der Logarithmus des kleinsten gemein-" 
samen Vielfachen aller ganzen positiven Zahlen bis v. Denn p kommt 


in mindestens einer dieser Zahlen in Fea facher Vielfachheit vor, 
nimlich in der nicht oberhalb x gelegenen Zahl 
log x 
al 


aber in keiner Zahl <a mit gréBerer Vielfachheit, da 








log x logx 
Aa > prev 
= 
ist. 
Trivial ist tiber ®(x) als obere Abschitzung 

8(x) = O(xlog a), 

da doch gewiB 
psx 
(1) = 21(x) log x 
=< xlogs 

ist. Nach dem Ergebnis des vorigen Kapitels kann gleich noch 
schirfer aus (1) 

(x) = o(x log x) 
geschlossen werden. 


Daraus folgt fiir ~(xz) dieselbe Abschiitzung o(xlog a) folgender- 
maBen: Da 


(a) = O(a) + (Vx) + O(Vx) +--- 


nur O(log) Glieder enthilt, von denen jedes héchstens gleich dem - 
voraugehenden ist, ist 


(2) v(2) = O(e) + O(loge #2) 
= 0(xlog x) + o(log # - Vx log x) 
= 0(xlog x). 
Zum Zwecke genauerer Abschiitzungen schicke ich zunichst einige 


Hilfssatze voraus: 
Satz: Wenn # und k positiv sind, davon k ganz, ist 


Beales 


§ 17. Kinfiithrung der Funktionened @), Pubs und grundlegende Identitit. 75 











Beweis: Hs hat x Accents ne Form 
om OS Os 


Os OA 
ist; g ist eben [x], und die Behauptung lautet 


ieee ol 
Dazu ist nur zu beweisen, da8 keine ganze Zahl y den Ungleichungen 


g gt 9 
eae 


wo g ganz und 


gentigen kann. In der Tat wire alsdann 


Ve g<ky<gt+1, 
was gewi8 unméglich ist. 
Satz: Es ist fiir alle x>0 


(3) ope [ [plete lel 


psa 
Die Reihe im Exponenten bricht von selbst ab und hat fiir > 1 

genau 

log x 

for 
Glieder, da 

521 

pe 
nur fiir 

we ee 

= log p 

besteht. 


Die Behauptung kann auch 


ay — [I pelle 





geschrieben werden, wo nicht nur der Exponent eine (scheinbar) 
unendliche Reihe ist, sondern im Produkt py alle Primzahlen durch- 
lauft; fiir p > ist eben der Exponent von selbst = 0. 


76 IV. Beweis, oie a(x) von der Grépenordnung ;-_ ist. 








Beweis: 1. Hs sei x ganz. Dann ist zunichst klar, daB bei der 
Zerlegung von 


[a]! = a! 
in Primfaktoren nur Primzahlen p< x auftreten. Es fragt sich, wie 
oft p vorkommt. Die Anzahl der Multipla <a von p ist fr Das 


ist aber noch nicht die gesuchte Anzahl; denn p geht nicht in jedem 
Multiplum genau einmal auf. p geht mindestens zweimal in den 


il Multipla <a von p? auf usf. Der Exponent von p in (3) 


eg ibse bse 


ist nun gleich der Anzahl der bis w (inkl.) gelegenen Multipla von p 
plus der Anzahl der Multipla <a von p? plus ---. Wenn also eine ~ 
Zahl bis « durch p*, aber nicht durch p*+?! teilbar (,genau 4 Male 
durch p teilbar“) ist, so ist p als Faktor von x genau 


eee ere 


Male beriicksichtigt, wo 2 die Anzahl der Hinsen ist. Damit ist (3) 
fiir ganzzahliges x bewiesen. 
2. Fiir nicht ganzzahliges x ist nach 1. 


re [3 
coy —[ [pee tle l 


p S(2) 





nach dem vorigen Satz kénnen in den Exponenten die eckigen Klam- 
mern um 2 weggelassen werden, da ; 


bel bel 
‘p'" pp. 


ist; ferner ist der Multiplikationsbereich p < [a] gewiB mit dem Be- - 

wary p< identisch. Damit ist der Satz allgemein bewiesen. 
Kine fiir das weitere grundlegende Tdentiee liefert der 
Satz: Fir alle > 0 ist 


Te) - DG) 


Diese Summe kann natiirlich auch bis n=|>| oder auch bis 
2 = oo erstreckt werden, da fiir 


x 


n> 3 
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“(3)=9 








ist. 
Beweis: Aus (3) folgt 


T(2) = log (2!) 


(4) = Se r([ Hl EEE 








6 -> Sel = 


m= Ba ve 
Nun ist 


2 '82| 5] |=Deera Geel ely) 
pave wea 


wo die Klammer so viele Hinsen enthiilt, als es ganze positive Zahlen 





a 7 gibt; man kann also schreiben: 


x 
pin 


> osp| on | = = doer 
pave psVa foe 


und erhalt durch Vertauschung der Summationsfolge 


Sve Z]-S Sven 
psVa a 14 
- (V5) 
n=1 


Dies gibt, in (5) eingesetzt: 


78 IV. Beweis, daB x(x) von der Gropenordnung ar ist. 


10) => S'o(/2) 








m=1 n=1 


SSW 


ey 6 
xz 


— > +); 


' was zu beweisen war. 
Beispiel: 
T(10)=log2+log3+log4+log5+ log6+log7+ log8+log9+log 10 
= 8log2 + 4log3 + 2logd + log7, 
v8) = y(10) 
= #(10) + #(/10) + #(/10) 
= 9(10) + 0(3) + 02) 
= log2 + log 3 + logd5 + log 7 + log 2 + log 3 + log 2 
= 3log2 + 2log3 + log5 + log7, 
v3) = ¥) 
= 65) + o(V5) 
= (5) + 6(2) 
= log2 + log3 + log5 + log? 
= 2log2 + log3 + log5, 
v(3) = ¥(3) 
= (3) 
= log 2 + log3, 
v2) = v2) 
= 5(2) 
= log2, 
¥(5) = v2) 
= 6(2) 
= log 2, 
10 


So) - D(a 


= 8log2 + 4log3 + 2log5 + log7. 


§ 18. Beweis, dap w(x) und O(a) die GroBenordnung x haben. 19 








§ 18. 
Beweis, daB w(x) und 3(x) die GréBenordnung x haben. 


In diesem Paragraphen will ich zeigen, daB w(«) im Sinne der 
Definition des § 12 mit 2 gleiche Gréfenordnung hat, ebenso (x); 
mit anderen Worten, daB ; 

v(x) = O(a), 
OU) = OL); 


1 1 
ram Le) 
1 1 
a@) — o(;) 
ist; noch anders ausgedriickt, daB’ die’ Quotienten 


de we) 


x 


und 


und 
® (x) 
ee. 
von einer gewissen Stelle an oberhalb einer positiven und unterhalb 
einer endlichen Schranke liegen. Jene Stelle kann natiirlich alsdann 
= 2 angenommen werden, da fiir jedes > 2 auf der endlichen Strecke 
von 2 bis € die Quotienten gewif zwischen zwei solchen Schranken 
legen. Wegen 
#(@) <¥(2) 
braucht tibrigens die obere Abschitzung nur fiir (a), die untere nur 
fiir &(x) bewiesen zu werden. Es ist aber bequemer, beides direkt 
fir w(x) zu beweisen; damit sind die Behauptungen fir o(”) auf 
- Grund der Relation § 17, (2) 
(a) = #(a) + O(log « O(a) 
= #(x) + O(log a- Va log x) 
= (a) + o(2), 
p(e) __ 3) 
=) Siar ri o(1) 


mitbewiesen. 
Aus der Identitat 


co 


Ta) = > (7) 


m=1 


80 IV. Bewets, dap x(x) von der Gropenordnung te ist. 








folgt nun fiir alle « >0 


T(3) -3 Fay 
no —29(2)- So) S068 


~ (00) +0(8) +9(8) #-) 2608) #6) +0) +) 
- ve-0(5) +9(@)—¥() 4 
SIS 


In diesem Ausdruck haben die Glieder, so lange sie nicht 0 sind, ab- 
wechselndes Vorzeichen und es ist absolut genommen jedes nicht © 
gréBer als das vorangehende. Inshesondere ist 


6 ($) —¥ (4) =9, 


it) colo 


daher ist 2 
(1) 0<v(@) -—¥(G) <7@ -27(§)- 


also 


— (3) + ¥(3) $0 

—¥(Z) + ¥(G) So 
beriicksichtigt wird, so Hate sich eek FS 
(2) va) > 7@) —27 (2). 


Nach der im § 16 bewiesenen Relation 


T(«) =a logx + O(z) 


ist nun 


x x & x 
(2) ~ $8 + 0(3) 
= 5 logx — $ log2 + O(z) 
=, loge + O(), 


§ 18. Beweis, dap w(x) wnd (x) die Gropenordnung « haben. rol 








also 


T(x) — aT |=) =xlogx + O(x) —2 (F log x + 0(z2)) 
= O(a). 
v(a) — 0 (%) = 0@) 


Der nicht negative Quotient 
x 
v@—(z) 


x 


(1) liefert also 


liegt also fiir alle x > & wo §€ >2 angenommen sei, unterhalb einer 
endlichen Schranke; da er fiir 2<a< & gewif} unterhalb einer 
festen Schranke liegt und fiir O<a% <2 gleich Null ist, gibt es ein 
A derart, daB fiir alle x >0O* » 


y wo—v(G) 


? 


x 
(8) w(x) — u(=) <—Ag 
ist. (3) liefert, wenn - statt x geschrieben wird, fiir alle x > 0 


+(@)-¥G) <45 
(2) -¥)<48, 
® ¥(E) #8) <4g 


bei jedem ganzen n > 0, alles fiir x > 0. Wird (4) tiber » = 0,1, 2,--- 
summiert, so ergibt sich 


(2) ->(v a ra Ga) 
= 4s >) % 


dies weiter 


Thee 
womit 
(5) v(2) — OC) 


bewilesen. ist. 


Landau, Verteilung der Primzahlen. 6 


82 IV. Bewes, dap x(x) von der Gropenordnung ae ist. 








Um die untere Abschitzung yon ~(”) zu erhalten, wird (2) be- 
nutzt werden; aber hier geniigt fiir 7(#) nicht die Abschitzung 


T(“) =a logz + O(a), 
sondern ich schreibe etwas genauer 

T(x) =x logx — x + o(2), 
was ja auch in § 16 reichlich bewiesen war, da 


. log x = 0(a) 
ist. Das gibt 


T(x) — 27 (5) = xlogz —x+0(a“) — 2(5 log 5 —> + o(2)) 


(6) = x log2 + 0(a), 
also nach (2) 





(x) =x log2 + o(@), 
lim inf &™ > log 2 
w= 00 CT Sad 
=O; 


Ubrigens liefert (6) auch leicht als prazisere Fassung von (5) 
eine numerische obere Schranke fiir 


lim sup = ee : 


L=0 


Denn wegen (1) und (6) ist nach Annahme von 6 > 0 von einem ge- 
wissen § = £(d) an, d. h. fiir alle x >& 


v(e) — ¥(F) <(og2 + d)z, 
also fiir alle x >€ und alle ara n > 0, bei denen * 


=& 


n= = 
ist, 


vi ie) ia v (sai) < (log 2 es syed 


d. h., wenn die ganze Zahl m bei Seong x > & durck 


an? 


—>§>— 


sr = eee 
bestimmt ist, 











; 
§ 19. Zea und = haben dieselben Unbestimmtheitsgrenzen. 83 
xL 
v@)—¥(ga)- > (¥(G)-+ *(%)) 
< (log 2 + da 


n=vU 


<2(log2 + 0), 
va) < 200g? + 0) + ¥ (ches) 


<2 (log 2 +6 } 
Daher ist ei Moe et hes ¥() 


lim sup = < 2 (log 2 + 0) 
fiir jedes 0>0, folglich = * 
ae fim sup ¥@) <9 og9, 


Mit Riicksicht auf 
vee Ime 2 


ao () 
ist Te 
lim inf iS oe ala 
= a L=0 x 
lim oe a = e Saute ue 


und wir haben also auch gefunden: 


lim inf pl! Ss log 2 


@2=7n 


und 9 (2) 
lim sup ~* < 2 log 2. 


$ 19. 
Ae ma a 





Beweis, da8 die Quotienten dieselben 


Unbestimmtheitsgrenzen haben, 
Satz: 
a(x)logx O(a) = Of; t ). 


L x log x 


Vorbemerkung: Dieser Satz besagt insbesondere, dafi 
a(a)logr O(@) _ 
eyteg2 _ 2) _ (1), 


84 1V. Beweis, dap x(x) von der GroBenordnung oe ist. 








d. h. | : 
Ie eee as 


x=co 


ist, folglich 
ae ia rages log « ae ers BA: Ae 


Lazo r=Co 
] 
oe sup — SE ae ear — Jip 


womit die Sberschrift dieses Paragraphen gerechtfertigt ist. Nach 
dem Resultat des vorigen Paragraphen ist also 


lim sup - ee eee < 2 log 2 


~=0O 


<SOO; 
hm tgs wee > log 2 
> %, 


wie im Titel dieses Kapitels angektindigt wurde. 

Beweis: Ich wende das wichtige, von Abel zuerst mit Erfolg 
bei Abschitzungen benutzte Hilfsmittel der partiellen Summation an, 
welches in der Identitiit 


w w 
es CRS G1) 05 = 4, (b, — b, a) pier b, 4 “l= 0 
n=0 N=v 


(v, w ganz, w > v) besteht. Damit ergibt sich fiir x > 1 
IL) =k 


psx 
578 (nt) — N—1) 
<_ logn 


_ o@) 
- >So) (een log = + a ai log ({x] + 1) 





feos g(t+ x) D(x) 1 i 

->» (n mare (n+ 1) + 1) te log # tr O (x) lease a toe ‘ 
oh 

ay PON : 

oe logs | = < domi log? n 4 & (a) es log @ + a 


also wegen 





#(«) = O(a) 


§ 20. Folgerungen iiber die Primzahimenge zwischen x und Q+es«)a 85 











eer. 
70-0313, 4 02 its) 


¢ at 
2 Blines + [2 _) +(e da) 


x 





= O(1) + o ies 
Vz 
- 0 of O fasta 
Soe Ga Ve 
a = O(1) F oe) ne Ot a) 
erate 


: el Meike : 
und, wenn dies mit wes multipliziert wird, 





a 10 


u(a)loge (x) o( : ). 


log « 


§ 20. 
Folgerungen tiber die Primzahlmenge zwischen «x und (1 + ¢) x. 


Es sei ¢ >0, ¢ >0. Dann ist die Anzahl der Primzahlen zwi- 
schen x (exkl.) ait (1 + €)% (inkl.) 


au((1 + €)x”) — (a). 
Nach dem im § 19 erzielten Ergebnis 
log 2 < oe ee Tg ae ee Bap eee < 2 Jog 2 


ist bei gegebenem 0 > 0 fiir alle x > & = &(0) 
<a(#) < (2log2 + 8) tope? 





(log 2 — 0) 
folglich fiir 7 > & 


a((1 + 6a) —x(0) > (log? — 8) og fogs — (21082 +8) ioe a” 


Ny 
log « 





86 IV. Beweis, dap x(x) von der Gropenoydnung eas ist. 








Der Quotient der rechten Seite durch ;—— , hat fiir x = c den Limes 
og 2 — 6) (1 + €) — @log2 + 6); 
es ist daher bei jedem 0 > 0 | 
lim inf SO OD > (log 2— 8) (1 4 8) — (2log?2 + 0); 


Y= CO 





log a 


folglich ist 
lim inf2@ $29 —* > Jog 2(1 + 2) — 2log 2 


ee une 
= log 2(e — 1). 
Im Falle ¢ > 1 -wichst also die Primzahlmenge zwischen x ahd 
(1 + «)x mit x ins Unendliche. 
log 2 ist in diesem Resultat ganz herausgefallen. Offenbar ist 
-das Charakteristische: Weil fiir die Unbestimmtheitsgrenzen von 


(1) _#(@)_ 


x 
log % 
zwei Schranken gefunden waren, deren Quotient 2 ist, ist die obige 
ee gee lim (a (1 + @)x) — x(2)) = © 


fiir e+ 1> 2, d. h. fir alle ¢ >1 bewiesen Dem Schrankenquotien- 
ten x entsprechen alle ¢ >x— 1; in der Tat folgt aus 


A <lim inf? 8 * <j im sup sis Ba he = eA. 


r= Ce 


bei gegebenem 0 >0O von einem gewissen wv an 


CA loge <2) <A + 8) joga , 
a((1 =e é)@) ce a (a) > (Ae 0) log (1 ae EREE H (xA + 0) nee 


. - a((1 a 
lim inf - c (( ee mde (42 304 oe 
log a 
also 
lim inf ~ Aeon Ek (@) So Heian 
@ = 00 cs 


= A(l+¢«—x), 


so daB fiir «> — 1 diese untere Unbestimmtheitsgrenze positiv ist. 


§ 21, Alschdtzungen von U(x). 87 








Der Beweis des im § 4 erwaihnten Bertrandschen Postulats er- 
fordert allerdings gerade fiir e=1 die Richtigkeit des soeben fiir alle 
é > 1 bewiesenen Satzes, d. h. er erfordert fiir die Unbestimmtheits- 
grenzen des Quotienten (1) Schranken, deren Quotient < 2 ist. Ich’ 
werde im nichsten Kapitel Schranken vom Quotienten $ herleiten und 
damit den Satz 

lim (a ((1 + 8) x) — x(x)) = 00 


fiir alle « >+ beweisen; dabei wird so gerechnet werden, daf sich 
auch ein nicht zu hohes « ergibt, von dem an die Abschiitzungen 
gelten, so daB das Bertrandsche Postulat fiir alle erforderlichen x 
bewiesen werden wird. 





; . - ta 
4 Finftes Kapitel. 


Verengerung der Schranken fiir den Quotienten 2(x) a 


§ 21. 
Abschatzungen von U(.x). 
In § 16 war festgestellt, daB fiir alle (ganzen oder nicht ganzen) 


x1 T(#)<azlogz—x+]-+ loge 
und 
T(x) >a logx —x +1 — loge 


ist A fortiori ist also fiir alle > 1. 


(1) T(x) =a logz —x + O(logx + 1), 
be @ = @(z) 
eine GréBe bezeichnet, welche die Relation 
@\<1 
erfiillt. a 


Diese Abschitzung werde auf die Funktion 
Lye x bi x ae 
(a) = 72) —1(3)—T(s) — Fg) + Plan) 
angewendet, deren Zweck nachher ersichtlich sein wird. Fir alle 
x > 30 ergibt sich nach (1), da die fiinf Argumente 2, =) e? =) * é 
simtlich > 1 sind, 





88 V. Verengerung der Schranken fiir den Quotienten x CS ee 





. & x x x x x x x 
U(a) = wlog #5 log, — 5 logs — 5 1085 + go 18 50 


x 


x ax Ube 
Aan a Ae eT OY 


+ @, (log + Ltlog 2 +14 log +1 +log ¥+1+log55+1), 


wo 
| Oo, = 1 
ist, also wegen 


Bet Sia ae eee ee 
2 3 5 30 








30 
=) 
U(«) = «(4 log 2 + 4 log3 + 4 log 5 — 4, log 30) + 5 @, (log x + 1) 
(2) =axz + 5@, (logx +1), 
wo a die Konstante 
ee ee 
9? 38 55 
log” ae = 0,92129 - -- 
3929 
bezeichnet und 
O,-1 
ist. > 
Fiir die asymptotische Folgerung © 
lim (a((1 + #)) — x(2)) = 00 (> 4) 


wird es tibrigens nachher auf den Wert von a gar nicht ankommen, 


und, wenn ich hier nur diesen Zweck im Auge hatte, so wtirde ae 


die ‘Abschiitzung 
U(x) = ax + o(a) 
statt (2) geniigen. 
(2) war fiir alle « > 30 bewiesen; ich behaupte, daf es bereits fiir 
a> 1 gilt. Auf dem Wege zu (2) war fiir 


x HL x 


¥ = 4, 2? 3? 5? 30 
die Relation 


(3) Ty) — (ylogy — y) < logy +1 
verwendet, aber nur, um atis ihr die Folgerung 
(4) L(y) — ylogy — y)|< log + 1 


za ziehen. Diese Abschatzung (4) bleibt aber (bei den genannten fiinf 
Werten von y) fiir 1<a< 30 giiltig. Denn, soweit dabei y > 1 ist, 
ist sogar (3) giiltig; soweit y << 1 ist, ist wegen 


_ —- 
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d 
dy Y — ylogy) = — logy 


>-0 
LY) — (logy — y)|\=y — ylogy 
<1 —1llogi 
ra i cae 
<loga +1. 


Das Resultat dieses Paragraphen lautet also: Fiir alle x= 1 ist 
ax —5(log’ + 1) < U(x) <ax+5 (logs + 1). 


§ 22. 
Beweis des Bertfandschen Postulats. 
Nach der grundlegenden Identitit des § 17 


(2) ->¥ (“) 
ist oe 


r= ee) 1(8)— 263) —(3) 405 


2 


-S¥()-S(6)-Bo(a)-Se(e) +See) 


: Br oO ey G)o(2) +0 (2) 6S) (a) 0 (2) 
LG) #6) +¥(0) 9G) +) -¥ G) +) 9G) + 


' wo sich ¢, mit der Periode 30 wiederholt, d. h. das Glied ¥(e ) zum 
Koehizicnten hat: 


wenn », durch 30 geteilt, den Rest laBt: 
ete gn eto 8, 17,119) 23,29." - * 
eee megs 80414 16, 21,22, 26, 26, 27, 28; 
6, =— 1}6, 10, 12, 15, 18, 20, 24, 30. 


In der Tat treten die zu der Zahl 30 teilerfremden Zahlen 2 ein- 
mal auf (nur bei 7'(x)), die durch genau eine der Primzahlen 2, 3, 5 
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teilbaren 1 — 1 = ies die deh genau zwei derselben teilbaren 
1—2=— Imal (4. h. einmal mit dem Minuszeichen vor ¥ (=)), die 
durch 2-3-5 = 30 teilbaren 2 — 3 = — 1 mal. 

Da in der Reihe (1) die Vorzeichen der Glieder wy (=) abwech- 


seln und der absolute Betrag jedes Gliedes héchstens gleich dem des 
vorangehenden ist, ergibt sich 


(2) , v(2) = U@) 
und 
@) : (a) — (5) < UG). 


(2) liefert nach der SchluBformel des vorigen Paragraphen fiir 
alle x>1 


(4) v(w) = ax — B(log« + 1), 
(3) fiir alle x >1 
(5) ¥(2) —v(}) San + 5 (log a + 1). 


Aus (5) folgt fiir «>1 und ganzes n> 0, so lange an ane 
x 
b (gr) — ¥ (Grea) Sgn + B(log ge +1) 


= den + + 5(logx + 1), 


also durch Summation tiber alle diese zu einem x > 1 gehérigen 


ies Oo oe 


log 6 
log2x 
; e x x 
vied = S(o(@) ~ 65) 
i log2 
logé 
<a0 Der + 5([jog] + 1) oe? + 1) 
n=0 


log 6 


a ye + 5 (nee + 1) (log + 1) 


{ n=0 
= fax + (oes log x + 5) (log x + 1) 
(6) < fax + (8logx + 5)(log# + 1). 
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Mit (4) und (6) ist zunichst bewiesen: 


lim. sup mu TS x = lim: sup ap (a) 
< 54, 
at inf eee Z = hm inf @! S 
= a; 
fiir alle 
e>t-1 
= 
ist daher 


lim (a (1 + 8) 2) — 1 (@)) = 00 


Fir die Funktion (2) hat man einerseits wegen 
v aS — 2u(Va) = 0(2) — 0(V2) + 9(Ve) — 0Vz) + 
(a) Sv) — 2v(V2), 
B(x) < (a). 
Also ergibt sich fiir alle  >1 aus (4) und (6) 
a(x) > ax — S(logx + 1) — 2(8 aVu + (Zlogz + 5)\(Lloga + 1) 
= ax — Bayz — 8 log? x — 13logx% — 15, 
O(a) << fax + 3log*x + 8loga+ 5. 
Folglich gilt fiir alle x > 2% wegen 


andererseits 


jes ee eel, 
log (24 — 2) < log (2a) 
< log a + 0,7 


die Abschatzung 
8 (22 — 2) — (2) > a(2u — 2) — Bay 2x — 2 — 3 (log a + 0,7) 
— 13 (log x + 0,7) — 15 — fax — 3log’?x — 8logx —5 
= 4axr —¥aV2Va—1— $log?x — 23,1 log x — 29,835 — 2a 
> 0,8 - 0,922 — 2? - 0,93 . 47x — $ log? — 24 log x — 30 — 2 
> 0,72 — 3,47 x — 4,5 log? a — 24 log x — 32. 
Diese rechte Seite ist fiir 2 > 800 positiv; denn mit Riicksicht auf 
log 800 <7 
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ist ftir ~ = 800. jener Ausdruck 
> 0,7- 800 — 3,4-29 — 45-49 — 24-7 — 32 
= 560 — 98,6 — 220,5 — 168 — 32 
0; 
und fiir « > 800 ist seine eee 
ee 57 —- ee _* = Ones ya a cf 5a 


Figen ou 24 
SAO 28 ~=6800~—S—«S00 
0) 











Fiir alle x > 800 ist daher 

&(2a — 2) — (a) > 0, 
d. h. zwischen x (exkl.) und 2x — 2 (inkl.) mindestens eine Primzahl 
gelegen. Man kann sehr schnell verifizieren, daB dies auch fiir 


34 <a < 800 wahr ist. Denn fiir 3} <4 <5 leistet dies die Prim- 
EEnle 5, und es sind die Primzahlen 

5, 7, 11, 19, 31, 59, 113, 223, 443, 883 
so beschaffen, daB jede kleiner als das um 2 verminderte Doppelte 
der vorangehenden ist. Also gibt es in jedem Intervall << y < 24 — 2, 
wo x“ > 3% ist, mindestens eine Primzahl, womit das Bertrandsche 
Postulat bewiesen ist. 

Nun ist ja 2% — 2 durch das zufillige Bediirfnis des Bertrand- 
schen gruppentheoretischen Problems hereingekommen; wenn dafiir 
2a gesetzt wird, gilt das Ergebnis bereits von x =1 an: 

Fiir alle o> liegt zwischen « (exkl.) und 22 Gua 
mindestens eine Primzahl. 

Zugunsten dieses eleganten Wortlauts habe ich in den letzten 
zwei Paragraphen ausnahmsweise etwas numerisch, ohne die Zeichen © 
O und o, gerechnet. 


§ 23. 
Weitere Verengerung der Schranken. 


Ks ist nicht auffallend, daB man durch Benutzung laingerer ana- 
loger Ausdriicke U(x) an Stelle von 


+{[ az 
des § 18 oder an Stelle von 


me) me) ~7(5) —7(3)— (9) +219) 
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des § 21 zu noch schirferen Abschitzungen fiir die Unbestimmtheits- 


grenzen von v(a) 


, wv 
gelangen kann. 


Ein solcher Ausdruck 
U(a) = a, T (a) + a,T (3) + a,T (5) free + a,,T (>) 
=> (3) 
; a=1 
mu jedenfalls der Bedingung 
a, ue as am 
0s anes en Nee 


geniigen, damit er, wie erforderlich, = O(a) ist. Es ist nun 


m oO 


oe U(e) = 2% 2) ¥ (ea) 


wo 
C, => ag 
ist und hierin d alle diejenigen der Zahlen < m durchlauft, welche 
in m aufgehen. DaB dabei, wie in den bisherigen zwei Fallen, die 
von Null verschiedenen ¢, abwechselnd + 1 und — 1 sind, ist nicht 
einmal erforderlich; periodisch sind die ¢, jedenfalls, da fiir zwei 
Glieder es 
v(=), (=); 
bei welchen n’—m durch m! (oder auch nur durch das kleinste ge- 
meinsame Vielfache von 1, 2,---,m) teilbar ist, die Gesamtheit der 
in » bzw. n’ aufgehenden d dieselbe, also 


as Cn = Cn! 
ist. 
Daf jenes Abwechseln der Vorzeichen nicht erforderlich ist, um 
Schranken fiir v(x) 
& 


zu erhalten, lehrt schon das einfache Beispiel 


U(w) = 1(a) — 37 (4) 
= vi) +¥(5) —20(3) + 9(7) + (3) —24(6) + 
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Hier ist 
U(az) = xlogx — x + 0(x) 3 (5 log 5 _ + 0(2)) 

= zlog3 + o(#), 
also offenbar einerseits 


¥(2) — ¥(5) < U@ 





_~xlog3, 
folglich 
w(x) <xlog Ao a + 0(x) 
n=0 
= $x log3 + o(2), 
lim sup ae < 2log3, 
andererseits 
v(a) + v(5) = U@) 
~xlog3, 
2u(“) > xlog3 + o(#), 
i nee. = zlog3. 
Natiirlich liefert dies — obendrein nach unten recht unscharf 
verwertete — U(x) nichts Neues zu unseren friiheren Kenntnissen; 


es sollte nur das Wesen der Methode klar machen. 
Ubrigeas bedarf man gar keines neuen U(x), um die in § 22 aus 


Ua) = Be) — P(3) — 25) — 2(5) + 2660) 
athaltinen Schvanlen a #peneehesten tame ats damaligen Relation 
v(2) — ¥(G) + OCF) — vag) + HG) — GG) + OG) - oS) 
+-9(2) ~e() +966) 08) +068) ~@) +668) 
— (55) 2+: = aa + o(a) 
schhebe ich wemliGh joie, Bley ame ane 


w(e) — v5) + ¥(F) — ¥(G) < ae t of), 


> 
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also unter Benutzung von 
V@)< Zax + o(2), 
y(%) > ax + o(2) 


folgendermaBen: 
¥() — ¥(G) Sax + o(@) - (7) + 4(2) 
: <axz + o(x) a~ + ba 
= i 4 + o(2), 


w(a) < — Latte 6 


175 





folglich 


6 
o 
x 
2 
Eg 


lim =) 


was besser als $a ist. 

Die Benutzung jener schirferen Kunstgriffe fe jener langeren 
U(a) fiihre ich hier nicht weiter aus, da man doch nicht auf diesem 
elementaren Wege das Ziel aresithen kann, die Abschitzungen der 
beiden Unbestimmtheitsgrenzen beliebig nahe aneinander zu bringen. 


Sechstes Kapitel. 


Beweis, da& die Unbestimmtheitsgrenzen von 2 (08)? oe den 
Wert 1 einschliefen. 


§ 24.° 
Beweis, daB die obere Unbestimmtheitsgrenze > 1 ist. 


In diesem Kapitel werde ich beweisen, daB der Quotient 
(x) log x& 
wv 

sich jedenfalls keiner von 1 verschiedenen Grenze nihern kann, ge- 
nauer, daf er nicht von einer Stelle an dauernd <1 —0 sein kann, 
wo 0 fest und > 0 ist, und analog, daf er fiir kein 0 > 0 von einer 
gewissen Stelle an >1-+ 0 sein kann. 

In diesem Paragraphen werde ich ersteres beweisen, mit anderen 
Worten den 


Satz: 
him sup - ES a weds 


LSC) 
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Beweis: Statt dessen brauche ich nach §§ 18 und 19 nur zu be- 
weisen, daf 
é lim sup Bo) cs Ma 


2 


ZL=0 


ist. D. h.: Aus den Annahmen 
OS Os 


fir alle r>& soll ein Widerspruch entwickelt werden; & darf > 1 
angenommen werden. 


Aus Re 
T(@) =. Sv (*) 


folgt fiir alle > &, da bei der Zerlegung 


10) =D» (5) +36(3) 
n=1 oe 2 ae 


in der ersten Summe 


18 


3/8 
IV 
waa 


IV 


or) 8 [8 


in der zweiten 





IA 


er] 


3/8 


]41 


/\ 


we] 8) 8 


| 
ore 


ist, 
z : 
T(2) <Sa—-)2 +S 6® 
TA n=e+l 
; 


<0 -d)e S40 1 


et 


§ 25. Beweis, dap die untere Unbestimmtheitsgrenze <1 ist. Q7 








> 


<(1 #2 > + wp (8) 


<1 a)e(1+ f%) + 0@) 


= (1 — 0)r(1 + log x) + O(a) 
~ (1 — 9)z logz, 
ee os 


eiess 
Za 


was der in § 16 bewiesenen Relation 


lim sup 
ztZ=c0 


T(x) ~ «log a 
widerspright. 
§ 25. 
Beweis, daB die untere Unbestimmtheitsgrenze <1 ist. 
Satz: Es ist 4 
ani rl 


‘ is t= co 
Beweis: Hs sei 


d>0 
und fiir alle > & wo § > 1 ist, 
v(a) = + O)a; 


wenn daraus ein Widerspruch entwickelt wird, ist der Satz bewiesen. 
Hier ergibt sich fiir alle 7 >& 


BOG) |) 


n=l 


2G) 


um & 


>(1 + 0)a>4 


n= 


Landau, Verteilung der Primzahlen. 7 
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palate 
>(1 + 8)x fa 


x 


E 

‘du 

ere! + yx f% 
1 


=(1+4+ d)a log: 

~(1 + 0)zlogz, 
lim BS tees a 1+.0 

SA) 


im Gegensatze zu 
T(x) ~ «log x. 


Siebentes Kapitel. 


Uber einige von den Primzahlen abhiingende Summen. 


§ 26. 
Uber die ° Summe >) “7? 


pr 


Aus der Identitat (vgl. g 17, (4) 
20) Sg (2]+(2]4--) 
folgt, da oes 


2 ber ([j] + fae: )< Qos + 50+ +++ ad inf) 
ier 


psx 


ist und die unendliche Reihe 


Dat 
5 pip 4) 
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als Teil der Reihe 








SD ote) 


konvergiert, 


D(a) = >ilog p[ =] + 0), 


also mit Riicksicht auf 
T(#) = xloga« + O(a) 


> log p| >| = xzlogx + O(x). 


psx 


Die Weglassung der Sa a Klammern links bewirkt einen Fehler 
< Dog p- (2 (x) 
aa O(«); 


"ak 


daher ist 
> ep, + O(a@) = axlogz + O(a), 


psc 1 
x Ses = «logx + O(a), 


psx 


> = log x + O(1). 


psu 


atl 
Hilfssatz. 


Satz): Es sei f(w) eine fiir w>2 positive, niemals zu- 
nehmende Funktion, welche fiir w= oc den Grenzwert 0 hat; 


dann existiert 


im ( Sto) —f jw) = 
und es ist genauer 


Sri) =f fe)du= 4 + OF). 


1) Natiirlich kénnte in ihm statt 2 auch eine andere Zahl stehen. 
7? 
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Beweis: Hs ist fiir 7 > 2 
[2] +1 


Se) — ftoan -> (rw - fran) ae 


Py aa 


— J f(fon — feo)au + OF a); 
wegen eat =e 
0< fifo — fondu < fo) —F@ +1) 
konvergiert 


ey Ogee! 


> [i —fw)du= 


mit der Restabschatzung 
x n+1 


S {¢@—feo) du = 4 + 0S (fem — fon + v) 
N=2y n=a“x+1 


=A+ O(f(#)] + D) 
=A+ O(f@), 


womit der Satz bewiesen ist. 
Speziell fiir 


fu) ‘i eS 





ist also 
: 1 
>See [ee See 
n=2 g 
= loglogx + A, + O(sieea) 
§ 28. 
“A } 11 
Uber die ae 
Wenn be 


De Be) 


ees = log + r(x) 
gesetzt wird, wo nach § 26 
r(a) = O(1) 


§ 28. Uber die Summe a . 
° psa? 101 








und speziell 
| r(1}==0 
ist, ergibt sich fiir 7 > 2 


Se x ee: t 
Rp p logp 


psx psx 


ae ~ R(n) — R(n — 1) 
= 2 log n 


n=2 


= - log n — log (n — 1) x(n) — r(n — 1) 
~ Soest n , Sena 














log — log n 
= log{1— — 
ar A els) is PD Goan > n log a a) che log Cre 1) 
Lo 2 
* —log (1— ty 4 LETH) log (1 Bi +; 








> log n +>) log n aD log ” log (n + 1) 


n= 


rat 
Oheas| 
Wegen der fiir m >2 giiltigen Entwicklung 

—log(1 — =) _ send vt eet 


nN 





konvergiert 








n=2 
mit der Restabschatzung 
ay if. 
x — log (1— —}) —— oe 
= af: 
> — ( 2 n= Ab OLD ae 


log n 


R= n=x2+1 





dw 
=A, + Os el + Oy eee 
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: 1 il du 
= Ay + O(s: SS ex of sa ft 


= 4, + Oto) 
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analog ist wegen 


r(n) log {1+ Es 
log n a 2 cou (aimee) 


a oe =, 7(n) log (1+; =) 
log n log (w + 1) 





= A, 





n= 2 


konvergent und 


# x(n) log (1 an =) 
sislog n log (mn + 1) = 4, + S n a n 














n="+1 i 
=A, 1 On :) ee wloa*u u 
SY el Ole 


(1) hefert also 


oe =D iategn + A + Ol aa 


psx 


nach der SchluBformel des vorigen Paragraphen ist daher 


a = log log x + A, + A, + A, + Ota 


psx 





= loglog” + B+ OCtags =): 


Zweiter Veil. 
Anwendung der Dirichletschen Reihen mit reellen 
Variabeln. 


Achtes Kapitel. 


Fundamentaleigenschaften der Dirichletschen Reihen. 
Swe Wie 


I; 
§ 29, 


Definition und Konvergenzgebiet. 


Definition: Unter einer Dirichletschen Reihe versteht man 
eine unendliche Reihe der Gestalt 


f(s) =>) a 


wo die a, konstante reelle Koeffizienten, s eine reelle Va- 
riable ist. 
Eine solche Reihe kann iiberall konvergieren, wie z. B. 


in der Tat ist fiir jedes s 


ni 


1 
nee MF 1m + 1) 
= Q, 


1 1 
m+)! nan! 
1m. ie E ees 
n=o (W+1) mM 


Sie kann auch nirgends konvergieren, wie z. B. 


ioe) 


n! 
> Bs 


hat 
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wegen 5 Sey 4 1)’ 
=e pet ! : n 

lim ~: sass ila =n 
n= 00 n (n + 1) i oe ee Nn 


==), 





Abgesehen von diesen zwei extremen Fallen hat der Konvergenz- 
bereich die durch den folgenden Satz beschriebene Gestalt: 


Satz: Wenn /(s) weder tiberall noch nirgends konvergiert, 
so gibt es eine Zahl a derart, daB die Reihe fiir s<«@ diver- 
giert, fiir s >a konvergiert. 


Beweis: Wenn /(s) fiir ein ss, konvergiert am auch nur 
zwischen endlichen Schranken oszilliert, so la8t sich zunachst zeigen, 
daB sie fiir jedes gréfere s, d. h. fiir s=s) + ¢, e > 0, konvergiert. 


In der Tat ist, wenn 


Meie | 
gesetzt wird, 
S(#) = O(1), 
d.*h. fiir alle x 
8(a)| <A, 


folglich fiir ganze v, w (w>v> 1) 
“Tae 2 RISO SGD 
— Soin) (1 _ 1) _ S@=—) |, 8) 
pak () ix (m+ 5) ean ed 


v (w+ 1) 


Di ati A ee +44 











(w+ 1) 


daher ist bei gegebenem 0 > 0 fiir w>v>& = E(0) 


> ae 


was die Konvergenz von f(s, + €) beweist. 
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Ich teile nun alle reellen Zahlen in zwei Klassen: 

I. diejenigen, fiir welche f(s) divergiert, 

Il. diejenigen, fiir welche f(s) konvergiert. 

Nach dem eben Bewiesenen ist jede Zahl der ersten Klasse kleiner 
als jede Zahl der zweiten Klasse; nach Voraussetzung gibt es Zahlen 
in beiden Klassen. Also bestimmt der Schnitt eine Zahl a derart, daB 
f(s) fiir s<o@ divergiert, fiir s>«@ konvergiert, womit der Satz be- 
wiesen ist. 

Fiir s=« selbst kann sowohl Divergenz als Konvergenz statt- 
finden, wie folgende zwei Beispiele zeigen: 


1. Die Reihe 
Th 
(1) = 


divergiery bekanntlich fiir s <1 und konvergiert fiir s > 1. Hrsteres 
(Fall s<1) folgt am schnellsten aus der ftir ganzes w > 1 gelten- 
den Abschatzung 


= log w, 


letzteres (Fall s > 1) aus der fiir ganzes w > 1 giiltigen Rechnung 


n=1 1 
1 1 
=1+— (1 =i) 
1 
er ae 
Die Summe (1) wird mit §(s) bezeichnet und ist also — vor- 


laufig — eine Funktion (Zetafunktion) des reellen Argumentes s > 1. 


2. Die Reihe : 


co foo} 


2 TOT inet 
ne n’ log? n 


n=2 n=2 
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divergiert fiir s<1, da dort (w ganz und =?) 


us 


w 
ae ap du 
n’ log? n~ e/-u' log? u 


n=s 2 





~ log? w 5 (w" mee pa 


ae sie OE fir s>1, da dort (w ganz und > 2) 


> =n’ me i ee n log? n 


n= 
w 


1 du 
Saat woe 


a 








1 1 1 
~ 9 log? 2 3 ie ont ror 
1 1 
<glog?2 T log? 
ist. 


« heiBe allgemein der Konvergenzpunkt der Dirichletschen Reihe; 
dabei mégen die beiden extremen Ville «= — oo (Konvergenz fiir 


alle s) und « = + oo (Konvergenz fiir kein s) einbezogen werden. 


§ 30. 
GleichmaBige Konvergenz, Stetigkeit und Differentiier- 
barkeit der Dirichletschen Reihen. 


Satz: Wenn eine Dirichletsche Reihe 


foo} 


f= 


=i 


fiir ss, konvergiert, so ist sie ftir alles>s), d. h. fir alle 
$= 58) gleichmiéfSig konvergent. 


Beweis: Wenn 
co 
a 
Fel ey > — 
n° 


n=2X 
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gesetzt wird, ist fiir «> 0O und ganzes v > 2 
. Geo . R(n)— R(n+ 1) 
Stn Saeanee 
SS RiGee ) ee 
-> (n) es — 1)* (vw —1)* 


r= 


Nach Annahme von 0 > 0 ist fiir alle n >§ =£(0), wo E>2 ge- 
wahlt Sel, | R(x) | a 0, 
also fiir alle ganzen v > & 


bese ais Ble 


nu=v 








“tena 





Ve =- 
en 


<20, 


womit der Satz bewiesen ist. 

Aus ihm folgt, daB eine fiir s, konvergente Dirichletsche Reihe 
fiir alle s >, stetig ist und fiir s = s, nach rechts stetig. D. h. eine 
Dirichletsche Reihe ist stetig im Innern des Konvergenzbereiches, 
und, falls sie dort konvergiert, auch im Konvergenzpunkt nach rechts. 

Hinter dem Hauptschlu8 beim Beweise des Fundamentalsatzes 
aus dem § 29 steckt folgender allgemeiner Reihensatz, den es sich 
empfiehlt, jetzt besonders zu beweisen, um nicht immer denselben 
SchluB zu wiederholen: 

Satz: Wenn die Reihe mit reellen Gliedern 


konvergiert oder auch nur zwischen endlichen Schranken 
oszilliert und die Zahlenfolge ¢, von einer gewissen Stelle 
N an positiy ist, nicht zunimmt und.zu Null strebt: 


Wee ue ee UY, 


VH"nt+1= 
lim ¢, = 0, 


n=O 


so konvergiert die Reihe 
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Beweis: Wenn ae 
b, ar B, 

n=l 

gesetzt wird, wo also fiir alle x 
|B,|<B 


ist, so ist fiir w>v > WN (v, w ganz) 


ibs e, =>(B, <a B41), 


n= n=v 


> Bie Ca) ze Bye, +i Be as 


w+1?7 
n=0 


| 2,2, | <BS(c,— Cn 41) a Be, + Bey. 


n=v 
= 2 Be, 
womit wegen 
lim ¢, = 9 


v=o 


der Satz bewiesen ist. 
Er fiihrt leicht zu dem 


Satz: Wenn py 
5 ss 
Ss) = —= 
iy wel nm 


fiir s) konvergiert, so konvergiert 
co 


3 An log n 
nw 


(til 


{irises 
Beweis: Es ist 
d,logn  , logn 








n* n> n> % 
Wird hierin 
b= = 
To ghd. 
nN ‘0 
mee log x 
n n®—%o 


gesetzt, so sind die Voraussetzungen des vorigen Satzes fiir s > s, er- 
fiillt; denn es ist einerseits 
? 


lime, = 0 


n=O 
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und andererseits nimmt ¢, von einer gewissen Stelle an bestindig ab, da 








d logwu 1 log: (s — s)) 
du ry ee cz; ae tot t ye sot 
fiir 
1 
u> ee * 
negativ ist. 
Satz: Wenn 2 
— 
iO) 
n=1 
den Konvergenzpunkt @ hat, wo @ endlich oder a = — o ist, 
so ist f(s) fiir s >a differentiierbar und dort 
re Stee 


: a,logn ° 
fe fs) = spa aOR 


m= 1 


Beweis: Die Reihe 
ys ee 
ir = 


deren allgemeines Glied die Ableitung des allgemeinen Gliedes von 
— f(s) ist, ist nach dem vorigen Satze fiir s > s, konvergent, wo s, 
irgend eine Zah] >a ist, d.h. fiir alle s >a. Als Dirichletsche 
Reihe ist sie bei festem y > a fiir alle s > y gleichmaBig konvergent. 
Daher ist f(s) fiir alle s > differentiierbar und dort 


f@o--y> 2. 
w= 


Durch wiederholte Anwendung dieses Satzes ergibt sich, daf fiir 
s>« die Funktion f(s) beliebig oft differentiierbar und 


ASTCI SA are i meh oe is CE oe 
w= 








ist. 
Beispiel: Die Reihe 


1 i i 
fs)-l1-aty—gt: 


=o 


n=1 
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Be fie s>0 eewveroede da die Glieder abwechselndes Vorzeichen 
‘haben und dem absoluten Betrage nach monoton zu Null abnehmen; 
also existiert f\”(s)(v = 1, “! ---) fir s>0, ist stetig und durch ae 
Reihe darstellbar 


e - = (—1)"*1log”n 
fe) = (1 gee 
n= 


Insbesondere ist also fiir zu 1 abnehmendes s 
lim f(s) 
s=i 





vorhanden. Nun ist fiir s > 1 wegen der absoluten Konvergenz 
2 2 1 is i 
(1—S)e)-A-Bl\(l+at+getet::) 
1 1 1 1 1 
= ld shoe 3 Bee ar cs et ee 


2 2 2 
vars ae 


1 1 1 1 1 
er aia mRET ACN eer se 





= (Ss). 
Also existiert fiir jedes v = 1, 2,--- bei zu 1 abnehmendem s 
fe) 
Heer tae , 


was ich bald anwenden werde. 
Ich will es gleich noch anders formulieren. Die Funktion 


1s 

OG) ss 
1 pal 

a eae ae 


ist fiir alle s2 1 definiert, +0, stetig und beliebig oft differentiier- 
bar. Fiir alle diese s 2 1 ist 


; 1 — e— (8-1) log2 
~ g() = $= 





= log 2 — °8* s—1)+4.. 
Wird 
g(1) = Toe 2 
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definiert, so ist g(s) fiir alle reellen s definiert, +0, stetig und be- 
hebig oft differentiierbar. Also ist auch die Funktion 


Sd iS) 

ae MS) = gq)? 
die fiir s> 1 den Wert 

(s — 1)&(s) 


hat, fiir s>0 definiert, stetig und beliebig oft differentiierbar. 


SS: 
Uber die Beziehungen zwischen den Werten einer 


Dirichletschen Reihe und der summatorischen Funktion 
ihrer Koéffizienten. 


Zusatimen mit einer Dirichletschen Reihe 
wo 
ae Gy 
oi > oe 
n= t 


betrachten wir stets die Summe 
S(a) = 2%, 


welche fiir alle  >1 die Summe ihrer ersten [x] Koeffizienten dar- 


stellt. : 
Hieriiber besteht zunichst folgender 





Satz: Wenn 
: S(x) we 
(1) oes ec A 
ist, so konvergiert 
, an 
Phe 2 a 


Ls 
fiir s>1, und fiir zu 1 abnehmendes s ist 
(2) lim (s — 1)f(s) = A. . 
: s=1 
Aus der Existenz des Grenzwertes (1) soll also die des Grenz- 
wertes (2) erschlossen und iiberdies festgestellt werden, dab beide- 


einander gleich sind. Natiirlich ist es dasselbe, ob man (1) fiir ganz- 
zahliges # oder fiir stetig ins Unendliche wachsendes ausspricht. 
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Beweis: 1. Es werde zunichst der Snentalfall 


Lee 1, 
f(s) = &(s) 
behandelt, in welchem offenbar die Voraussetzung (1) mit 
A=1 


erfiillt ist und f(s) fiir s>1 konvergiert. Fiir s > 1 ergibt sich 


[oe] 
lee du 
Se at 


ta 


1 
re pe 


s 


ead? 
1<(s—1)£(s)<s 
und damit die Richtigkeit der Behauptung 


= (s — 1)€(s) = 1. 


2. Im allgemeinen Fall folgt zunichst fiir ganze v, w (1<v<w) | 
<4, YS) — Sn —1) 
ae => La 


Nee 1 S@—1) Sw) 
DS S(n) (| (n aN e) a p> Sn (w + 1) ? 


aus 








n=0 


da fiir alle » nach (1) 
| S(n)| << Bn 


ist, 
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3 x re 


2B. se 





= a> s(n —(n— 1) a 


<B> atari 


wegen der Konvergenz von 


4 -> 


fur s ae iat also f(s) fiir s > 7 Pega 

Weiter ergibt sich, da nach Annahme von 6 > 0 fiir alle 
n> N= N(0) . 
S(n) — An|<dn 
ist, fiir s>1 





>*; =; (S(n) — An) — (S(n — 1) — A- (nw — 1)) 
ns ca, ws ar rs: x Pa 4 











n> 
a=N+1 n=N+1 
ee S(N)— AN 
=> sw - An) (oe — wa) WD 
n=N+1 
0 N 
Se “> Rte wen) + (wf iy 
| n=N+1 nm=N+1 | 
ros 20 N 
=0 | (0 = = 1)) ‘y (NW + 1)" 
n=N+1 
<> wt arpa 
n=N+1 
<= OSS) a0, A 
o-0/ S3-455) < 0(s — 1)£(s) + 20(s — 1), 
n=N+1 n=N+1 
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& -»( 3 432) <0 no 488 + ee » 3 


=1 
+4ls — o>: a 
m=1 
Da die rechte Seite wegen 


2a (s — 1)&(s) = 


fiir s—1 den Limes 6 hat, ist «= <«(0) so bestimmbar, da fir 
(keegn ets | 
(s — 1)(f(s) — AE(8))| < 20 
ist. Dies besagt 
lim (s — 1) (f(s) — A&(s)) = 0, 
s=1 
also 
lim (s — 1) f(s) = A 
: =i 
was zu bewelsen war. 
Ware der bewiesene Satz umkehrbar, so wiirde das ganze Ge- 
biiude der Primzahltheorie mit grofer Geschwindigkeit errichtet werden 


kénnen. Er ist aber nicht umkehrbar, d. h. aus (2) folgt nicht (1), 
wie folgendes Beispiel zeigt: 


wd n+1 
fo ee 
(se 





1 2 3 
mir eer Lire: 
1 1 if 
- y- gel 38-1 


Diese Reihe (welche schon in § 30 vorkam und tibrigens fiir s > 2 
mit 52 
(1 ~ 2?-*)é(s — 1) 


tibereinstimmt) ist fiir s>1 konvergent. Hs ist fiir s>1 ferner 
wegen der monotonen Abnahme der absolut genommenen Glieder 


Om f(s) aly 
lim (s — 1) f(s) = 0. 
s=1 


also 


Trotzdem ist aber weder 
S(@) 
‘koa 


wea & 


= 0 


§ 31. Bezichungen zwischen der Reihe und der summatorischen Funktion. 115 








noch dieser Grenzwert tiberhaupt vorhanden. Denn es ist ftir ganze 
ae 1 
S(w) =a,+a,+--++ a, 
=1—243—-4+4..-.4+(—1)"t1w, 





S(1) = 1, 
S(2)=1—2 
IG 
S(3)=—1+8 
= 2, 
S(4) =2-—4 
* ee: z 
OE ges eet eee 
S(2m — 1) =m, 
S(2m) =— m, 
also 
Hg Say toe 
BQmy a 
Pat we 2° 


In diesem Beispiel ist offenbar 
Zi x 


S(a) 


iL 
Te) 


lim sup 


Lo 


role 


lim inf 


+ £=,00 


Dies Intervall (— }--- 4) schlieBt nun den Wert 


2/ 
lim (s + 1)f(s) = 0 
: s=1 
ein. 
_ Dahinter steckt der allgemeine 
Satz: 1. Wenn 


: On 
(3) f(s) pag 
fiir s>1 konvergiert, so ist 
lim sup (s — 1) f(s) < lim sup pl : 
Peas! @='00 
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2. Wenn (3) fiir s>1 konvergiert, ist 
lim inf (s — 1) f(s) > lim int Ee 


Bei dieser Verschirfung des vorigen Satzes muf natiirlich die 
Konvergenz von f(s) fir s>1 in die Voraussetzang aufgenommen 


S(a) 


werden; falls allerdings ~~~ endliche Unbestimmtheitsgrenzen hat, 


liefert der Anfang des vorangehenden Beweises die Konvergenz von 
f(s) fiir s> 1. 
Beweis: Hs geniigt, den ersten Teil des Satzes zu beweisen, da 
der zweite durch Multiplikation mit —1 auf ihn zuriickfihrbar ist. 
Aus der Konvergenz von f(s) fiir s>1 schlieBe ich zunichst 
fires 21 
(4) lim a 


zZ=0 


=: 


in der Tat ist, wenn s > 1 gegeben und s, zwischen 1 und s einge- 


schoben (z. B. s, = Se gesetzt) wird, 
Rw) = >)“ = 0(1), 
n=l 
folglich fiir 7 >1 
S(a) = >) ne 
n co) 
n=1 
eer (Rin) — R(n — 1)) n* 
<2 R(n) (on + DS) + RG) ((e] + 


= 0S (+ 1y>— w%) + O(e") 
= 0(¢"), 
also (4) richtig. Aus (4) folgt wegen der fiir alle x>1 giiltigen Identitat 


Se- Seas 


<3 S(a) 
- S's 2) ec (n+ ae i (a+ 
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fiir s > 1 weiter» 


(5) /(s) -> S(n) iis ae a < at 





Es werde 


lim sup = =A 


gesetzt; fiir A = oo ist die Behauptung des Satzes trivial. Es darf 











also A =— oo oder A endlich angenommen werden. 
I. Es sei A =—oco. Dann ist nach Annahme jedes o > 0 fiir 
alle n > N = N(o) 
S(n)<— on, 
also, wenn s > 1 ist, 
N-1 _ - ° eats 
A seal 
Ss ees be 
~ 2, lelerera le [anes nti) 
N-t1 ¥ oo (Nw 1) 
ie pecs ot EN ee o (NV — 1) 
SLOG wr Oe Coa cana? 


o- 97) <@- 0) S's(2 ces seetd ed ge a 


weil die rechte Seite fiir s=1 den Limes — @ hat, ist also fiir 
l<s<1+é«(o) os 
ee Ht) ger ? 





d. h., wie behauptet, 
lim sup (s — 1) f(s) = — oo. 
s=1 


Il. A sei endlich. Nach Annahme von 0 > 0 ist fiir n > N= N(0) 
S(n).< (A+ 0)n, 
folglich, wenn s > 1 ist, 


1) Ubrigens ist in ©) f(s) durch eine absolut konvergente Reihe darge- 
stellt, da s+1 


Piles = ee (»* Jot.) 


ist. 
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f(s) < S's) Euge eye (A+ ae rere 


N-1 
(Aj Oy — 
-Stn(a- gt) tae ae 











N’ 


n=1 N= 
also, da das Produkt der rechten Seite mit s — 1 fiir s = 1 den Limes 
Apes DE 7 eae Lf eee 
Orsi 


lim sup (s — 1) f(s) < A, 


was zu bewelsen war. 

Von den vielen méglichen Verallgemeinerungen des letzten Satzes 
auf Falle, in denen S(#) mit einer anderen Funktion als 2, f(s) mit 
einer anderen Funktion als s—1 in Verbindung gebracht wird, hebe 
ich noch als ftir meine Zwecke wichtig hervor den 

Satz: Wenn 


(3) f(s) “2% “ 


fork 


fiir s>1 konvergiert, ist 
lim sup —* f(s) <limsup ° = 4 
$=L @=co 


are log « 
und 
BP desi 1 es S (: 
lim inf f(s). limanf oe 
Rea b gee i B=co ne 
s—1 log a 


Beweis: Es geniigt wiederum, den ersten Teil zu beweisen, und 
zwar blof fiir A < oo. Da der Leser jetzt hinreichend geiibt ist, ziehe 
ich 4=—oo und —w<A<c& zusammen und schlieBe unter 
Benutzung von (5) so weiter: B sei irgend eine Zahl > A. Fiir 
a > N= N(B) ist 

S(m) < Bigg n? 
also, wenn s > 1 ist, 


N-1 os 
f(s) < >'8 (”) (7 ~ in in Td a3 ape ie Fe a 


n= 


(6) a Se oEe rap) +168), 
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wo 


lim g,(s) 
$=1 


lim(— *, -9(s))= 
a ee eu 


ist. Nun ist fir s>1 


existiert, also gewib 











| m+ 
el 1 Sey ted du s 
Cee en 


} 7 


/\ 


s § 
aA (n + 1)s+2 an nstt 


a+ 


soe +0 ft. 


Pz . < sett) 


ne 


< S84 1), 


= n? ? 
wenn g,(s) (desgl. g,(s),---) eme Funktion bezeichnet, deren Quotient 
durch log 1s fiir zu 1 abnehmendes s den Limes 0 hat, so liefert 
die Relation 
N 
IG Sete we) <s(s zt ae log 


die Folgerung 


oe 


ag ee Bs <a) -8 > eg = (8) 
Diiogalet— wT) ~ 8 Ds hogan 4°) 


n=2 


n=2 


oO 


O  Segslb— wey) Dies +00 


w= 2 





n=2 


nun ist fiir s > 1 


io] 


= 1 du 
= wilogn oat u'logu? 
n=? 2 


= 1 1 du 
Pe eicew 2 leg Dh 1 pee a 
9 


n= 2 2 
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also 
foe} 1 e 
ry n ue “Flow: U oe 93 (s) . 
R=? 2 
spa + 93 (s) 
log2 
qa 
fer =~ + 9s(8) 
log 2 
= fen” ad “+ 9(8) 
(s—1) log 2 
1 
it +f raw + 93(s), 
(s—1) log 2 
also, da 
1 
‘pas are 
w 
: 0 
existiert, - 
a 1 
1 dw : 
>a entrees bas + 94(8) 
n=2 (s—1) log 2 
= — log ((s — 1) log 2) + g,(s) 
1 
(8) = log aye pe (s). 
Nach (6), (7) und (8) ist also 
= f — =< B cS + - Iq (8) ar : 
ope : — log — 
d. h. 
lim sup - A et a 
s=4 Oe a : 


also, da dies fiir alle B> A gilt, 


o=t 


lim sup - ee ae. & 
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§ 32. 


Darstellung der Konvergenzabszisse einer Dirichletschen 
Reihe. 


Zu jeder zahlentheoretischen Funktion S(n), oder, was dasselbe 
besagt, zu jeder Funktion des stetigen Argumentes 2, welche fiir 
&<1 Null und fiir g<a<g+1 (g=1 ganz) konstant ist, gehort. 
eine bestimmte Dirichletsche Reihe 


co 
a, 
(=> 
n=1 


s@ - 4, 


fiir welche 


ist. Es braucht ja nur 
a, = S(n) — S(n — 1) 


gesetzt zu werden. Die Dirichletsche Reihe braucht natiirlich 
nirgends zu konvergieren. Falls aber 


S(z) = O(2°) 
- fiir irgend ein ¢ ist, ist sicher ihr Grenzpunkt « < oo, da ja alsdann 


a, = S(n) — S(n — 1) 


n 


ar O(n’), 


An 1 
mere 0 Ca) 


ist. Ubrigens ist alsdann «<c, d.h. f(s) fiir s>e¢ konvergent, wie aus 


Se = yes _— zt (n — 1) 
-> SO er a ben 


Sn) (Ga— (n ry) = O(n" a) 
hervorgeht. 


Umgekehrt: Falls fiir irgend ein s, 


(1) | f(s) ae 








wegen 
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konvergiert, ist.im Falle s, < 0 
S(z) = O(1), 
im Falle s, > 0 


lim =: =(, 
n=xnN° 
a, =. O(n), 
S(2) = O Sn 
R=1L 
<< Oe); 


jedenfalls also 


S(z) = O(#). | 
Ubrigens ]a8t sich aus der Konvergenz von (1), wo s, > 0 ist, schiirfer 


S(2) = 0") 


herleiten: Wenn 
r Uy, 
NOS Dae: 
gesetzt wird, ist fiir 7 >1 
S(@) = 4, 
eb 
= > (Rin) — Rin —.1))n* 
n=1 


= SR(n) (we — w+ YY) + REC] + Ys 


a 1 
= 0 > ((n + 1)* — n») + O(a) 
n=1 
= O( 2%). 
Wenn y die untere Grenze der ¢ ist, fiir welche 


S(z) = O(#") 
ist, mit anderen Worten, wenn 
log| S(a)| 


== lim sup —=—— 
? peek log a 


ist, so haben wir also festgestellt, da erstens 
acy 


1) Da& log 0 sinnlos bzw. — oo ist, stiért bei dieser Definition von y nicht. 
Falls stets S(#) = 0 ist (nattirlich nicht nur dann), wiire eben y= — oo. 
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ist und zweitens 


y < Max. (a, 0), 


und damit imsbesondere im Falle « >0 den 
Satz: Wenn der Konvergenzpunkt @ von 


OES 


o« = lim sup ae : 


r= 


> 0 ist, so ist 


Es geniigt, hierbei x ganzzahlig wachsen zu lassen, da 
log [x] ~ log x 
ist. : 
Diese Formel ist also z. B. stets dann giiltig, wenn 
4 lim S(a) 
nicht existiert, d. h. me a 
(0) =S4, 
divergiert. i 
Beispiele: 1. Fiir es 


ist bei jedem x > 0 é 


: j 5 lefsal 
1pm OBIS OO = pie, 08 [a] 
log x naw Lge 


also 





xr=c0 


&= I: 
2. Fiir 
0, = (10 
ist, wie im yorigen Paragraphen ausgerechnet wurde, 
S(2m —1)=™m, 


S(2m) = —m, 
also bei jedem x > 0 4 
Bie = ye (2), 
S(a@)\~y, 
- log | S{a) + aa 
igs 


= 60 


a=. 
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3. Fiir me y (—1y41 
ist 
S(2m —1)=1, 
S(2m) = 0, 
also 
log | S(w)| {= 9 fir ungerades x > 3, 
logz |—— oo fir gerades x > 2, 
d. h. | 
lim sup ee =; 
a=), 


Im Konyergenzbereiche braucht eine Dirichletsche Reihe nicht 
absolut zu konvergieren; andererseits ist klar, daB® eine fiir s, absolut 
konvergente Dirichletsche Reihe fiir s >s, absolut konvergiert, da ja 


n n° | 


ist. Also gibt es zu jeder Dirichletschen Reihe ein 6 derart, dab 
die Summe der absoluten Betrige fiir s< 6 divergiert, fiir s> 


konvergiert; hierbei sind die beiden extremen Falle 6B = — oo und 
6 =-+ co einzubeziehen. Offenbar ist stets : 
a<Boet+]; 


denn eine fiir s, konvergente Reihe ist fiir s >s, +1 wegen 


a = O(1), 


no 


Un a, ( 1 :) 
” tae 
absolut konvergent. 
Nach dem bewiesenen Satze ergibt sich unmittelbar, daB im 
Falle 6 > 0 - 
log S| Ay | 


=1 
6 = lim sup —~ 
. r%=co 





lozx@ 
ist; jener Satz braucht ja nur auf die Dirichletsche Reihe 


> 1 | Gp | 
n 


n=1 
angewendet zu werden. 
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Bei einer Dirichletschen Reihe folgen also von links nach rechts 
eine Strecke mit Divergenz, eine Strecke bedingter Konvergenz und 
eine Strecke absoluter Konvergenz aufeinander. Die mittlere ist, wenn 
sie nicht ganz zusammengeschrumpft ist, von positiver endlicher Linge 


<1; auch jede der beiden fiuBeren (unendlichen) Strecken braucht 
nicht vorhanden zu sein. 


Beispiele: 1. a = 8B = — ow bei 


2.—co<a= 6 bei 


wo «=—1, B=1 ist. 
3. 400 <a< 8B bei 


x Sec: oh 


wo a=0, B= 1 ist. 
4. a= B =o bei 


Neuntes Kapitel. 


Untersuchung einiger spezieller Dirichletscher Reihen. 


§ 33. 
Die zur Funktion w(x) gehérige Reihe. 


Ich verstehe unter (x) unsere friihere Funktion 


> log p 


ps2 


und setze von jetat an dauernd fiir ganze n > 1 
y(n) —v(n —1) = A(n 
ae (n) — ¥(n— 1) = AQ), 


A(n) =0 fiir n=1 und alle n > 1, die nicht Primzahlpotenzen sind, 
A(n) =logp fiir n =p", m= 1. 
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Zur summatoris¢éhen Funktion v(a) gehért die Dirichletsche Reihe 


@) > ar z 

T= 
welche wegen” wits ey 
fiir s > 1 konvergiert. 

Wir werden nun finden, daB die Reihe (1) in engem Zusammen- 
hange mit der Zetafunktion steht, und beweisen zu diesem Zweck zu- 
nichst den 

Satz: Fiir s>1 ist 





Beweis: Die Konvergenz des unendlichen Produktes steht fest, da 
ye 
p 
p 
als Teilreihe von €(s) gees Nun ist fir s>1 


‘roT]ttptet-) 


paz psx 


cae 2! 
nm=1 
wo ” in & alle Zahlen durchliuft, deren Primfaktoren simtlich Ss x 
sind. Da zu diesen alle Zahlen <2 gehoéren, ist 





SS 
WAN 
— 


<p 


N=e2+1 


1) Von dem Satz w(a) = O(x) des ersten Teils HOE ich hier absichtlich 
keinen Gebrauch. 
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nif 3 9- 


t= ps 


in [J 1, ta 3 


= eS, it —— =e 


Pp 








also 


co 


>"; 
a a 
= §(s). 
Satz: Fiir s>1 ist 
Le =O 
SS), ->“ 
Bewejs: Fir —1<u< 1 ist 


ea: eats 
1—u=e hai ; 


also, da fiir s>1 und jede Primzahl p 


1 
1 
Oy aa 

ist, 
1 Pa! es el 
1 ee Sa ps 2 ps 3 pss 
Lo 2] 
1 

*~ mps 

=€@ m=1 


) 


oe 
1 
p 


fo. <) 


1 
= m pm s 
=e pen i 


? 


wo die Doppelreihe mit positiven Gledern im Exponenten beliebig- 
geordnet werden, z. B. so als Dirichletsche Reihe geschrieben wer- 


den kann: 
Dims m p"® aS 


n=1 
wo : 
ee. on eee Ant 
ty = fir 1 =p”, 


a =O sonst 
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log €(s) = pane: 


n=1 
folglich, da nach § 30 gliedweises Differentueren einer Diric hletschen 
Reihe im Konvergenzbereich (hier also gewif fiir.s > 1) gestattet ist, 








ist. Hs ist also 


6) _ Sa logan 
£6) n® 
(Pee § 
Nun ist 1 
a, log n = nm 108 (p™) a log p fiir = p", 
a, logn = 0 sonst, 
also stets 


a, logn = A(n); 


&s) _ Slog p 
‘ee f(s) -> igi ve 


’.dadurch erhalten wir 


Dp, et 

¥ = + A(n) a 
2 

§ 34, 





Hilfssatze tiber ¢’(s) und aaa mit Anwendungen auf w(x) 


und d(x). 


Uber €(s) ist uns aus § 31 schon bekannt, daB fiir zu 1 ab- 
‘nehmendes s 


(1) lim (s — 1) &(s) =1 
s=1 

ist; ich behaupte — hier, wie meist» fiir zu 1 abnehmendes s (,,.Limes - 
von rechts“) — den : 

sire lim (s — 1)? €"(s) = — 1. 

s=1 
Beweis: Fiir s > 1 ist <. 
z log » 
'(s) = — >) 28F, 


=a 


fo 3) 


, loge n | 
— (3) = > 8. 


n=2 





1) Wenn nichts anderes gesagt ist. 
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Die Funktion 
log w 
w* 


nimmt bei festem s> 1 fiir w>e mit wachsendem wu monoton ab, da 


















































d ape 1 slog wu 
du ature Se mere 
fiir 
1 
u>e* 
negativ ist. Folglich ist 
log2., log 3 log a 
r <a t+ sy du, 
eee 
ns - anon? acc) 
—? sie 2 log u 
/ “ ts i d 
wegen 
log u 1 logu if du 
iE wu du s—1 us a lo 
pee tee ee iee <b 
7 8—1¢-* ~ @—1)? we)? 
log u ipemloses 1 1, 
a ue oe s—1 38-1 7 (@—1)? 3-1 
: : 
ist also 
~ log” 1 1 log2 , log3 1 logs 
i, me (g — 1)? 38-1. ee eae pad ee? 
ln=2 
| = Sa ff | log2 , log3 log 3 
Meme eee i a) hl) 
ay : 
logn 1 
ye As. a 
ia wl 1) nt ~ gs) 0, 
n=2 
2 pen 
ptr 1) >) og ee 


n=2 
lim (s — 1)?€"(s) = — 1. 
s=1 


Landau, Verteilung der Primzahlen. 
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Hieraus in. Verbindung mit (1) ergibt sich 


YO, C—O) 
lim (s — 1) 7G) = him Ge) 
EP br 


: = A (n) < 
png et 


also nach dem zweiten Satz des § 31 


lim sup ay 


lim inf? <1, 
B= 00) of ar 
wie in §§ 24-25 auf anderem Wege bewiesen wurde. Hier kommt 
es weniger kiinstlich heraus. 
Die entsprechenden Relationen fiir #(2) ergeben sich direkt aus 
der zugehérigen Dirichletschen Reihe 


log p 
a ‘ 


p 


xe eres +e, 


m= 


Hs ist 


also, da die ee ct wegen 


logp — Slog Lan log ky 
Pay. i 8 < = , k? s J kee s 
m= k= 
7. log Ss 
s Ke( (i 8) 


eine fiir s >} konvergente Dirichletsche Reihe 








Vn 


ns 
w= 


darstellt und infolgedessen fiir s = 1 einen Limes hat, 


li Ee leeee 
lim (8 va 
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folglich nach § 31 

lim sup a za ill 
und “ra 

lim inf ? ie ee 


xr=o0 


§ 35. 
Der Hindeutigkeitssatz der Dirichletschen Reihen. 
Auch die Quelle der grundlegenden Identitaét des § 17 


Ta) = >'v(5) 
n=L i 
wird hiér ersichtlich. 


Zu T(x) gehért die Dirichletsche Reihe 


5 og wae iver (s). 


LS i 
Nun ist identisch fiir s > 1 
—()=— 5) - £0); 


S th n ->“ (n) St 


n=1 


(1) = aE ir 


Beim Ausmultiplizieren zweier absolut konvergenter Dirichlet- 


scher Reihen 
—Yy Bn __ bs 
an Se eae Sa, 


k=1 t=1 








entsteht bei folgender Anordnung wieder eine Dirichletsche Reihe: 


[oe] 
Yn 
ne? 
m=1 
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wo alle Zahlenpaare k,/ zusammengefaht sind, deren Produkt m ist”: 


Vn = >'u,B, 


kl=0 
= > 0,6, 
k\n k 


= Se, Br- 


Iln | 


Im vorliegenden Fall werde 


ed ds A(k), 
, pe u end 
gesetzt; dann ist 
(2) logn = > A(k)-1 
kl=n 
cae Vn9 


wie direkt festgestellt werden kann”, aber aus dem nfachsten Satz 
ohne direkte Verifikation folgt. Also ist 


T (#) = Slog 


wo tiber alle Paare positiver ganzer Zahlen k,/ zu summieren ist, 
deren Produkt <w ist. Das bedeutet, wenn zuerst nach k, dann nach 


¢ summiert wird, , 


Te) = 31 S40 
31-06) 
->¥(3) 


1) Das Zeichen k|n bedeutet, daB & alle Teiler yon » durchliuft. 
2) Fir n= pe. ..p¢ ist niimlich 
AAW = loge, + +1082, {1 Glieder } +++ (logpe-+ +--+ logp,) { 4, Glieder } 
k\n 
=A, logp, +++: +4, log p, 
= logn. 
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Wenn iibrigens in umgekehrter Reihenfolee summiert wird, so 
ergibt sich ein anderer Satz, den wir aus § 17 auch schon kennen: 


T() = x4 >t 
pa! 
= Dyleer|5]+ Deceit: 


~ Seen] +(8]+--) 


, . 
Um nun ohne jene direkte Verifikation von (1) auf (2) schlieBen 
zu kénnen, beweise ich folgenden allgemeinen 


Satz: Wenn fiir s>s 


co co 
>: — Nn 
n* J n® 

=A. w=L 


ist, so ist 


a, = b,, 
a, = ds, 

allgemein 
a, =D. 





ist. 


Beweis: Wenn 
a, — 0, = C, 


gesetzt wird, so ist zu beweisen: Aus 
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fir s> s, folgt- 


Es sei dies nicht wahr, sondern zuerst 


Cy + 0, 
also im Falle N > 1 noch 
C= = ty = 0. 
Dann ist fiir alle s > s, 
Cy o 
Ne ge 
n=N+1 


Wegen der Konvergenz von 





ist 
\eg) — Anns 


wo A von » unabhiangig ist, also fiir s >s) + 2 


oe 
Sot1 
nv << n> 


n=N+1 n=N+1 


En ae. 
=A Ds 
ms—so—} 


n=N+4+1 
du 
= 4 fees eal 
af 


“ae —&—2 
est 80 


co 








y] 


also wire fiir s >s,+ 2 


» 


A N* 
8 —S) — 2 N8—%—2 


Bhs 


eS ee O),) 
$—=$ — 2 





lev| < 


also, da man sich s beliebig groB denken darf, 


Cy = 0 ) 
gegen die Annahme. 
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psx 








§ 36. 
Die Reihe fiir log¢(s) mit Anwendung auf x(x) und >> . 


psx 


Zur Funktion x(x) gehért folgende Dirichletsche Reihe: 


Ss Ei hes Jus 
ns Dae 
Dp 


n=1 





Sie hingt mit der Zetafunktion auch eng zusammen. Hs ist fiir s > 1 


nach § 33 
log §(8) = >) aa 


p,m 


i aa oy p a S > np mips ? 


m=2 


(1) apo log £(s) ead 


m=2 


wo die Doppelsumme rechts eine fiir s > 4 konvergente und insbe- 
sondere fiir s = 1 nach rechts stetige Dirichletsche Reihe darstellt. Da 


lim (s — 1)€(s) = 1 
s=1 
ist, ist 


lim (log (s — 1) + log &(s)) = 0, 
eat 


also a fortiori 





F log §(s) 
lim (1 eee ©, 


F logé(s) 
Oia 


lim ate et 
s=1 log « 





—1 
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Nach dem dritten Satz des § 31 int also 
lim sup - si D = I, 


on ne 
lim inf 2a. -<1 
“a en 


Ich benutze die obige Formel (1), um in der friiheren Relation 


(vgl. § 28) Se =loglogz + B+ 0 fea) 


psx 
= ee a( De — log log x) 


psx 


die Konstante 


zu bestimmen, d. h. durch eine gewisse unendliche Reihe auszudriicken, 
Es ist, wenn ¢,(s), é(s),--- Funktionen bezeichnen, die fiir zu 1 ab- 
penne s den Limes 0 ines 


2pm 86) -> 2 ng + ©) 


m= 


(2) =log*, -> a ape 2(8). 


n= 


Andererseits ist fiir s > 1, n Ps 


n+1 n+1 
1 dw 1 al 
Tien | fee are — —;| du 
nw logn us log wu mlogn wlogu 
n ” 
n+1 n 
d 1 
=fawf4 oes. dv 
nN uu F 
m+1 n 





fief tgs argel 


v*tlogo v*1log?y 
ace ie Slogu 


also fir 1<s< 2 





a Ae 4 ee 


nlogn ' n?log?n ’ 





m+. 


> (<i, ce ee 
n log n us ae 
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psx 











Blenhiitia Lonaanoene - h. fir : zu i be nada S$ 


© el n+1 
: 1 * du 
em (> n’ log n sles us log i) Ee ae Hee 


s=1 
n 





n+1 


be ae VE Ae ) 
‘=. n log n u log u 
n=2 n 


n+1 


i> Ge clita 
say 
n log n w log u, 
wie 
== lim Ze 
: nlogn aie 


=O 











ii : Re ell du 
== lim 1 Saas 
aaoo\ Mod nlogn J wlog w 


folglich, wenn : 


é 
: du du 
lim {|—|—— = — 
sai Wlogu J wlogu 
2 


2 





addiert wird, 


5 oo a ay 
eke Pei ; 1 * du 
lim pe : = lim > —— - 
vai \ <i m logn u ae naw \ <7 nlogn u log u 
n= 2 n=2 e e 
2 . 
=lim( >), — log log 
ga ed logy 18 08 





(3) am 1g 


wo diese Konstante D zum Schlu8 noch herausfallen wird. 
Ferner ist ftir s > 1 


[> 3} foe} 
‘S ; 
du edu 
us log u en 
@ al 
foe} 
e-"S-D dy 
= v 
1 
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nun ist») die Enulersche Konstante 


C = lim (- f=" + log 4 
h=+0 


h 


; -" dw 1 
~ tin (— fi" + 108553), 


s—1 » 








folglich 


oo 


d 
@) ee eee 


@ 





Nach (3) und (4) ergibt sich 


pat zs log + D—C + g,(s), 


n log n 











t= 


also in Mistecie mit (2) 


6) Pas ie SS ae- P+ C + 65 (8). 


Wenn die linke Seite als eine einzige Dirichletsche Reihe angesehen 
wird, ist dieselbe wegen der Relation des § 28 








— = log logx + B+ o(1) 


pss 


1) Wenn niimlich C als 
x 
lim — —logx 
fen 3 


definiert wird, so setze ich aus der Theorie der Gammafunktion voraus, dab 
—0=I"(l) 


= fe» logwdw 
0 
ist. Nun ist fiir h >0 


fo.0) 
ene. 


the ~logwdw=e*logh+ | © dw 
w 


h h 


Boot oh 
= (e-*— 1) logh + ( fF ew —r0e§ . 
. WwW h 


und das erste Glied rechts hat fiir zu Null abnehmendes h den Limes 0. 
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psx 








und der Relation 


x 


aie n = log logz + D+ o(1) 


n=2 


fiir s= 1 konvergent und = B— D; daher folgt aus (5) 


ae Ses ae = D-- C; 
wir finden also, dab Yan m=2 p 
(6) >) = = log loge + B+ OG.) 

pseu 
= ee C —>’ > ys 

7 j pm=2 p 
ist. : 
Wégen 2 
pa ph mp” = 02 SS ie pn 


3 Wily es 1) 

baler aa 1) 
id 
1 





aay (aes) 
ist offenbar mit (6) und die Relation 
% me! 
7 fe =loglogx+C+0 (cea) 


psxm=1 


bewiesen; aus ihr ergibt sich weiter 


— log (1 —5)= log loga + C+ O en): 


psx 


—(log log x +) Olioes :) 
IT gos) ae é 
es (1 1D ies) | 


=i) 
€ i 
= toga +P (logs) 








at 
log’ x du 
((@) =y' a) ; 
2 


14 








also in erster Anniherung 


Zehntes Kapitel. 


iiber die Unbestimmtheitsgrenzen des Produktes 


we 
logtx (« du . 
yy (x a) — log u 





§ 37. 
Erlauterung des Problems und Erledigung des Falles q=2. 


x 
» los d 
lim SINE =] 
Rk log u 
2 


(vgl. § 4, (1)) lautet das in §§ 24—25 und nochmals in § 36 erzielte 
Resultat 


Wegen 





lin ete ee oan 


Ff ao) 


lim sup sige aa 


x=co 


mint wee (ate) —f88,) <0 
iim sup (a — ap ees: 


Diese Tatsache, daB 0 dem Intervall der Unbestimmtheitsgrenzen an-— 
gehért (also insbesondere, da& der Limes, wenn vorhanden, = 0 ist), 
will ich jetzt fiir jedes konstante g beim Produkt 


oe ie (2@ ul vm) 


auch so: 








nachweisen, d. h. den 
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Satz: 


a 


limanf 22 eke fan) $9, 


x=co 


x 


lim sup “€ — (x (4) — Siege) Uh 





Vorbemerkungen: Fir ¢ <1 wire es wegen 


RA) (ES = 


nichts Neues, da alsdann der Limes des Produktes 0 ist. 

Hs soll also bewiesen werden, daf fiir jedes g>1 und jedes 
0 > 0 jenseits jeder Schranke & ein = m, (q, 0, §) gefunden werden 
kann, fiir das 


x 
0? 
i du Ox 
(1) (2) aa logw log’ 


ist, und auch ein « = x, (q, 0, : > &, fiir das 


x 


2 
(2) mt (2) = isos : 
ist. 

Ubrigens sind natiirlich dann auch (L) und (2) jenseits jeder 
Stelle € gleichzeitig erfiillbar; denn, da die Funktion x(x) nur Spriinge 


von der Linge 
x 
1 =o (igre) 


macht, so kann sie nur dann immer wieder einmal gréSer als die 
rechte Seite von (1) und immer wieder einmal kleiner als die rechte 
Seite von (2) sein, wenn sie immer wieder einmal zwischen beiden 
rechten Seiten liegt: 

Wegen der Schwierigkeit des Beweises will ich in diesem Para- 
graphen den Fall g=2 vorausschicken; alsdann braucht der Satz 
natiirlich nur fiir jedes ganze g > 2 bewiesen zu werden, da aus seiner 
Giiltigkeit fiir ein q seine Richtigkeit fiir jedes kleinere q folgt. 

1. Es soll bewiesen werden, daf immer wieder einmal 


a“ 


x(x) =e log w 3 log?a 
2 : 
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ist. Das sei nicht wahr. Dann wire von einer gewissen Stelle an 


dauernd 
(2) 2 fit Bi ea ae 


also von einer gewissen Stelle an 





Ox 


x 
1 
(2) > Dee ZF 2log?a 
n=2 


Es ist fir s>1 infolge § 33 


— 8) _ Nulogp : ln 
: £(s) = Pp +2 ne’ 
p i= 








fiir s > 4 konvergiert. 
Wird 
a(n) — x(n —1) =a, 


gesetzt, so ist daher fiir s > 1 


Ee An oo “25 log p 
<i 


2 2 (% isis = oa — §() “28 +1, 


n=2 














Ich behaupte, daB die rechte Seite von (3) fiir s = 1 einen Limes 


hat, d. h. daB (6) 
lim (", (6) + é(s)) 


existiert. Wegen 


’) 6-1 @+6—NLW 
t@ +6) = CEG as 





brauche ich mit Riicksicht auf 


lim (s — 1) §(s) =1 
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nur zu beweisen, daf 


(4) oat i Dee e— 16) 
existiert. : 
Nach dem SchluB8 des § 30 existiert 
: tad ; 
(5) lim J, {(s — 1) €(s)} = lim{(s — 1) %(s) + £(8)} 


und auch” der Grenzwert des in der -Form s auftretenden Quotienten 


@—)t@-1_,, aay 
lim a (5) — 4); 


ee s—1 





daher existiert wegen 
(s — 1) €(s) —1 
6S Dee) sl. 1) 
der Grenzwert . 
(6) lim ((s — 1) (8) — £(9), 


folglich durch Addition der Ausdriicke (5) und (6) der Grenzwert (4). 
Es ist also bewiesen, da8 die rechte Seite von (3) fiir s=1 einen 
Limes hat. Dasselbe gilt also von der linken Seite. Diese la®t sich, 
- 1 
> (e— log A a) 


gesetzt, auch so schreiben: 


g ; 1 . 1 ] 1 
Sete — Ro 38S RU (FP EY, 











n=2 n=Q 
Also existiert £ 
~ f logn __ log (n+ 1) 
”) DBO) ee ere)” 
Es sei nun — dies war die ad absurdum zu fiihrende Annahme — 
fiir alle x > N (wo WN ganz ist) 
R(a) ae 2 ogtS x) 


1) In der Tat ist fiir das h(s) am Ende des § 30, welches u. a. im Punkte 
s == 1 den Wert 1 hat und fiir s >1 gleich (s — 1)€(s) ist, 
im 1) — 2) 


ye tan rea 


ri—nil 
vorhanden. 


1 
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3 gewihllt, damit fiir m => NV stets die Klammer in (7) posi- 











N sei => 
tiv sei.) Daw ist 
. logn _ log(n + 1) =e nN (2 EO) 
R(n) ( n> (n + 1) )> 2 log? n\ n® (n+ 1)° 
n= WN n=WN 
“) Flog n n m—1 at 2 
es oo ns fae log? (n —1)/ ' 2 N*log?(N — 1) 
n= 
Nun ist , 
n aa) es d ( u ) du 
log?n  log?(n—1) ,J du \log*u 
n—1 


also bei jedem » > N, wenn N > e*+ 1 ist (was angenommen werden 








darf), 
a5 glee log? w 
nm—1 
> 3 2 a 
folglich _. 
. logs log (m + 
(8) Dre Ve (m+ 1) le Pkt n log n 
Wenn s zu 1 abnimmt, wiichst aber die rechte Seite von (8) — im | 
Widerspruch zu der Existenz von (7) — iiber alle Grenzen; denn 


nach Annahme von G ist fiir passendes x 


x 


eee G, 


n=N 


1) In der Tat ist : 
d logu 1 slog wu 


du ue yet 1 ys tt 


0 








1 
fir u > e*, also gewif fiir w > e, was auch das s > 1 sei. 
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also wegen 


Swiss “log n >>) wis n* log n 


See . 
a ea me ee ee We er AOE 
r= 


SG: 
2. Aus 
A ay Ox 
- u(x) < logu log? x (a > §) 


kommt der Widerspruch ganz ebenso heraus, da von einer gewissen 
Stelle an 


y, RQ”) <— on 


2 log? n 
ware. : 
Damit ist im Spezialfalle g = 2 der Satz bewiesen. 


§ 38. 
Hilfssatz aus der Differentialrechnung. 
Fiir den allgemeinen Beweis brauche ich den 


Satz: Es sei h(s) fiir s>0O definiert und beliebig oft 
differentilerbar; wenn fiir s>1 


h(s) —h(1 
g(8) = mo) 
gesetzt wird, so ist fiir zu 1 abnehmendes s bei jedem v>0 
lim g(s) 
s=1 
vorhanden. 


Beweis: Fiir s>1 ist nach dem Taylorschen Satz mit Rest- 
glied (v + 2)ter Ordnung 








OW) =A) + GA) +t Ga HD) + 400, 
wo 
v()— SS a! ho+9(1 + @,(¢—1)) (0< 0, <1) 


ist; fiir s > 0 ist die durch (1) definierte Funktion vis) eae oft 


2 andau, Verteilung der Primzahlen. 


2 
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2 








feinanicrher -Die Gaene des Taylorschen Satzes mit Rest- 
glied (vy + 1) ter Ordnung auf h’(s) ergibt 


h’ (s) = =e (1) ae a Ail} > eae © Cae x. w'(s), 


wo das Restglied ~’(s) die Ableitung des alten Restgliedes w(s) sein 
mu und zwar 





v's) = SSP ier + 6-0) @< <1) 
ist; die Anwendung auf h”(s) mit Restglied vter Ordnung liefert 
” ” ioe mt pe tak y 
Ws) = WGN) $+ WD) + WG) 





wo 
v'(6) — = tL +O — 1) O<@ <1) 
ist, usf. bis zu 


HOO (s) = AOL) + AAPA) + HC), 


(8) = SS ne +91 + Os — h) 0< O, <1) 
ist. 
Nun ist ftir s > 1 


his) — h() 
gq?) _ 
g (s) F( s—1 ) 


Us ae a a a 
= fa(h (+75 h Piece Ay" aie we). 




















@ +h) 
Hierin ist 
lim 1 ag (h (i) 4h +o ne+0(1)) = — 


in dem allgemeinen Gliede der rechten Seite von 


d" 
go Ga) Osa) Og he ee 
ist wegen 


wp) (s) s (v+2 eo=—90,---,” 
p-5es Se ay + a = 0, (s — 1)) Cae 6, <1) 


sy 48) 
ae 1S gels 








daher ist y 
lim 4 (22) — Cp 


wp as’ \s—1 
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also lim g?(s) 
s=1 


hv ey. 


vorhanden (und = aes 





§ 39. 
Erledigung des allgemeinen Falls. 
Aus der fiir s > 1 giiltigen Gleichung § 37, (3) 
— 1 \logn | er(s) = Cn 
> a aa Maes 5 EUS e ¢(s) “2 + 1 
n=2 


folgt fiir s>1 und ae ganze ae 2 durch (q—2)maliges Diffe- 
rentileren: « 


(1) xl.- ie a ( 1) : i +e Bs -£(9) +g, 


wo die letzte Reihe rechts fiir s > 4 konvergiert, also bei Abnahme 
von s zu 1 einen Limes se. Ich behaupte, daB auch 


= lim 5 a dsi-® ele: Zt é(8)) 


existiert; wegen 














£’@) (s— NE) + 6 — NE) 
a) + $8) = 6— DEG 


und mit Riicksicht darauf, daB im § 30 fiir jedes » die Hxistenz von 


lim 7,7 (6 — E09) 





festgestellt war, habe ich also nur noch zu beweisen, daf fiir jedes v 


lim £,((s — 1)'(s) + @ — DE) 
s=1 


_ existiert. 


Ks ist 
(s — 1)§’(s) + (s — 1)8*(s) =(s—1)£"(s) + (5) + {(@—DE6) —1} Gs) 
=“ ((s— E@)} + {@— NES) —1} 69). 
Ich habe also nur fiir jedes v die Hxistenz von 


lim F9((( — 1)€(s) — 1} &(9)) 
zu beweisen. ; 
10* 
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Wegen . 
(@ — He@ — 1} £6) =(¢@ — 4) @— Hee) 


ist nur zu beweisen, dab 


(3) lim jp “7 (6(8) — = —4) 
existiert. 

Dies folgt aus dem Satz des § 38, wenn er auf die Funktion 
h(s) vom Ende des § 30 angewendet wird, welche u. a. fiir s>1 


= (s — 1)£(s) 


_ war und fiir s=1 den Wert 1 hat, sowie eben die Voraussetzungen 
jenes Satzes erfiillt. Wegen 


g(s) = (s+—i1g@)-—-1 


s—1 
= 6) sq 


existiert also der Grenzwert (3) und mithin der Grenzwert (2). 
Nach (1) existiert daher fiir jedes g > 2 


in (04 — pa) = tin SH (Ee — ME 


Ware nun fiir alle hinreichend groBen « 








re Ox 


m(a) = 2 logu * log? x 


bzw. 


(2) jee loge’ 


so wire fiir alle ganzen n > N 


(5) R(n) Se oy oe n 
bzw. 
os Ein) < — 2 5 iets n? 


N sei > e?-1 gewahlt, damit fiir s > 1, n=WN stets 


log?-1 __ log*~1( + 1) 
n (n + 1)° 





>0 
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sei”. Dann wire also sowohl im Falle (5) als auch im Falle (6) 


feo} 


| 20 R(n) (Hee ee) | =: 0 n cs _ log? *(n-+ ») 
' ns - > 
m= im 











(m+ 1) log’ n ne (n + 1) 
=N 
are See n n—1 )+ 5 eae 
2 ol n Exc log? (n — 1) 2 N* log? (N — 1) 


Nun ist, wenn N tiberdies > e?? + 1 angenommen wird, fiir u > N—1 


q a 
log w 2 


also 
n 


n (nm — 1) J. d w 
ae = du 
log?n log’ (m— 1) pgs log? wu 





n 


1 
4 =| a ) du 
log?u log?*~u 


n—-1 





n 


1 


q 
, los w 


Fad 
1 
2log!n’ 


= =! pel ae gat 
| ee n log? "(+ 4) | r) log? *n — 1 
DEO Soe a 
n=N n=N ‘= 


[o°) 
pee Nad 
SID) wien 
n=WN 











was wegen der Divergenz von 


fo) 


Lis 
SS. n 


n=2 


1) In der Tat ist 
d log?-tu  (q—1)log*-*u slog? *u 
eee a ee ust 





0 


/\ 


fiir 
q-1 


Wesen? ory 
also gewiB bei allen s >1 fiir 





u>e-?}. 





4 . q 
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mit der Existenz des Grenzwertes auf der rechten Seite von (4) in 


Widerspruch steht. 

Damit ist der Satz des § 37 allgemein bewiesen, und damit sind 
auch die wichtigen Folgerungen begriindet, welche in § 4 daraus ge- 
zogen sind: 

1. Wenn in x 

n(@) = log « — A (a) 


lim A(z) 





existiert, so ist 
lim A(x) =-1. 


2. Ks ist fiir ae ganze g > 1 








lim sup 8 B (a (%) — (Ae Ee ae Z| )) > 0, 
Nt 
me inf Oe “(a ore (ics log a © : os See) = 


Dritter Teil. 


Anwendung der Elemente der Theorie der Funktionen 
komplexer Variabeln. 


Elftes Kapitel. 


Kigenschaften der Zetafunktion. 


a iss i 
#2 40. 


/ 
Hinfihrung der Zetafunktion. 


Ich erinnere zunichst an einen grundlegenden, von WeierstraB 
herriihrenden und z. B. ganz schnell mit Hilfe des Cauchyschen In- 
tegralsatzes beweisbaren’) 


Satz: Wenn 
f,(8), 515), nay f,,(s), suas 


unendlich viele im Kreise s—s,|<r regulire analytische 
Funktionen der komplexen Variablen s sind und 


Sh.9) = 46) 


fiir |s—s,|<yr gleichmaSig konvergiert, so ist f(s) dort eine 
regulire analytische Funktion, also gewiB beliebig oft dif- 
ferentiierbar; ferner ist dort fiir jedes v=—1, 2,--- 


co 


ya” fr (8) : 
ds” =f ae 


m=) N= 1, 


— f” (s). 
Dieser Satz liefert insbesondere: Wenn die Voraussetzung der 
gleichmiBigen Konvergenz in einer gewissen kreisformigen Umgebung 


konvergent und 


1) Ein solcher Beweis steht z. B. bei H. Burkhardt, Hinfiihrung in die 
Theorie der analytischen Funktionen einer komplexen Verinder- 
lichen, 38. Aufl, Leipzig (Veit; 1908), S. 161—163. 
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_jedes Punktes eines zusammenhingenden Bereiches, in dem die /,(s) 
als regulir vorausgesetzt werden (z. B. einer Halbebene) erfiillt ist, 
so ist f(s) in jenem Bereiche regular und dort 


fs) = ZK: 


Die komplexe Variable s setze ich stets = 6 + ti, d. h. ich ver- 
stehe unter o ihren reellen Teil. 
Als erste Anwendung des Satzes betrachte ich die Funktionen- 


folge: “1 
(ORS. (v= 1, 2,°*:)y 


wo ich unter n° die ganze transzendente Funktion e*!°8” verstehe, in 
der log den reellen Wert des Logarithmus bezeichnet. f,(s) ist 
dann auch eine ganze transzendente Funktion, also gewiB fiir jedes » 
in jedem Bereiche regular. Hs ist 

|n?| = | n7+* | 


= | euentes 1) 


= elogn: a 
yo 
= n°, 
also 
oe 
1 
f — 
) page 
n=1 


fir) oe 1 kebyolnty eae fiir 6 >1+0, wo d>0 fest ist, 
ist bei allen » = 1, 2,--- . 
| 1 


1 
ns te? 


{ 
| , 
also (1) gleichmaBig konvergent. “a definiert also eine fir¢g>1-+0 
regulare, d. h. da d > 0 belicbig war, eine fiir o > 1 regulére Funk- 
tion von s, Ait mit £(s) poratohaee werden moge. Die Zetafunk- 
tion ist aoe in der Halbebene Gea 1 durch die Rahs 


&(s) = 
definiert, und es ist ebenda 


Vv) ( v . log’n 
£8) =e 


n=1 


1) Diese Schreibweise o > 1 bedeutet also: In der Halbebene #(s) > 1. 
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da ja 

d 1 a, d —slogn 

ds nm ds© 

— e7slogn (— log n) 
log n 
_ a a nm 
ist. 
8 Al. 


Produktdarstellung der Zetafunktion mit Folgerungen. 
Wir hatten schon in § 33 fiir s>1 die Identitit 


co 


ye= 69 


(1) -[[-> 


Satz: Die Identitat (1) gilt fiir o >1. 
Beweis: Zunichst ist fiir 6 >1 die Konvergenz des unendlichen 
Produktes gegen einen von Null verschiedenen Wert klar, da wegen 








pitted 
| BE a? 
die Reihe 
>< 
Gaye 
p 


absolut konvergiert und kein Glied = den Wert 1 hat. 





~ Wegen 
bake 1 
ps So 
1 
. ae 
ist 
1 ; “ 1 
pare eal iate ec hs: 
1° 


also wegen der absoluten Konvergenz dieser Reihe und wegen der 
fiir n, > 0, m, > 0 offenbar giiltigen Relation 


my My = (my My)" 
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cae TT Sy fate oe Lg) 


ils psx 


psx ps 
oo 
oi! 
ae 


n=1 


wo n alle Zahlen durchliuft, deren Primfaktoren samtlich < @ sind 


Daher ist 4 
IJ— 3 => nw? 























psx is n=x“+1 
[ts 3S eee 
— 2 a= n?? 
psx ie | n=2-+4 
x 
1 1 
[] ee EY wea 
Lim ( 1 1 *) ? 
p=2 ee: n=1 
eo 
Hips 
aes a eae, 
D ea n=1 


— £(s). 
Dieser Satz lehrt insbesondere, dab €(s) in der Halbebene o > 1 


keine Nullstelle hat. 
Wie in § 33 fiir s >1 beweise ich jetzt allgemeiner den 


Satz: Es ist fiir ¢>1 

ee, EP 

£(s). => pe 
p,m 


Se (n) 
a, wy 
n=1 
Wegen der absoluten Konvergenz kommt es bei —> auf die 


Reihenfolge der Glieder nicht an. Le 
Beweis: Fir |w) <1 ist 








ee, oe 
also fiir alle Primzahlen p und o > 1 


fos) 
Pr. 
m pms 
asd = en=1 a 
il ? 


p 
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folglich nach dem vorigen Satz fiir « > 1 


O- [Ty 
p oi pe 


foo) 


yy 
— m pres 


=eP m=1 


>= a 

= eP,m Z ‘ 
wo. die Doppelreihe im Exponenten absolut konvergiert (da die Reihe 
der absoluten Betriige dieselbe Reihe fiir die reelle Variable o ist), 
also beliebig geordnet werden kann. Die Reihe im Exponenten kann 
z. B. nach wachsendem p” geordnet werden; dann ist sie eine einfach 


unendliche Reihe, namlich 


4 A(n) 
logn- n°? 
die fir o >1+ 06 (d>0) gleichmifig konvergiert (weil ihre Glieder 
absolut genommen < den Gliedern fiir 1+ 0 sind), und es ergibt 


sich» fiir 6 > 1 
tt 
vo mma 
») = pp,m oe daa othe 
g (s) : ds Des 


p,m 


= &(s)- (Se): 


p,m 
6) ae De 
£(s) a pe 


p,m 





n 
n=1 


=>? > a? 4 
rt ps =| ps f 
p Pp 
— >? 
Fe pe—1 
p 


1) Man beachte, daB ich jetzt — obgleich es sehr leicht wire — nicht 
notig habe, die Konvergenz der Reihe der Ableitungen besonders festzustellen 
und daB ich — vorliufig — hier im Komplexen das Zeichen log {(s) bei der 
vorliegenden ,,logarithmischen Differentiation‘ vermeide. 
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g 42. 


Erste Methode der Fortsetzung von ¢(s) tiber die Gerade 
o =1 hinaus bis zur Achse des Imaginaren o = 0. 


Es fragt sich nun, ob €(s) iiber die Gerade 6 = 1 hinaus fort- 
gesetzt werden kann oder nicht. Obgleich wir aus § 31 wissen, dai 
fiir zu 1 abnehmendes s 


lim (s — 1)£(s) = 1 


ist, so diirfen wir nicht etwa schlieBen, daB s=1 ein Pol erster 
Ordnung mit dem Residuum 1 ist. Vielmehr sind wir nur berechtigt, 
zu sagen: s=1 ist gewiB keine regulire Stelle; falls s—1 ein Pol 
ist (was also Fortsetzbarkeit itiber die Gerade 6 = 1 hiniiber in der 
Nahe der Stelle s = 1 bedingt), ist es ein Pol erster Ordnung mit 
dem Residuum 1. 

DaB letzteres wirklich der Fall ist, will ich zuniachst unter Be- 
nutzung der schon friiher behandelten und fiir reelle s >0O kon- 
vergenten Dirichletschen Reihe 


1 1 1 
> Lat ht eae 


beweisen. Diese Reihe ist offenbar fiir 6 > 1 absolut konvergent, fiir 
6>1+0(0>0) gleichmaSig konvergent und fiir 6 > 1 


2 
= (1= 36) 
= (1 — 2?) E(s); 
in der Tat ist ja fiir 6 >1 
2 1 
(1-S)&)-l+setqtpt 


2 2 
oe le 


1 1 u 
we oeg ch lect gc 





Ich behaupte nun, daf (1) fir 6 >0 konvergiert und zwar in 
emer gewissen Umgebung jedes dieser Halbebene angehdrigen Punktes 
gleichmaBig; das bewirkt, daB (1) eine fiir 6 >0 regulire Funktion 
darstellt. Hierfiir will ich aber, um nicht Versteck zu spielen, gleich 


die allgemeinen dahinterliegenden Siitze tiber Dirichletsche Reihen 
beweisen. 
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Unter einer Dirichletschen Reihe verstehe ich jetzt eine Reihe 


foo) 


a, 


ns? 
n=1 
wo die Koeffizienten a, und die Variable s komplex sind. 
Satz: Es sei = 
On 


n=1 


fiir ss, konvergent oder auch nur 


x 


= an La 
ah ogee 


Dann konvergiert die Reihé fiir alle s, deren reeller Teil o 
gréBeryals der reelle Teil 6 von s,=6, +4? ist, und zwar 
gleichmaB8ig in dem Rechteck 

6&+d0<6<0, —T<ti<T, 


wo 0>0, a>6,+0, T>0 ist und im itibrigen 0,,T7 be- 
liebig, aber fest sind. Folglich, da jeder Punkt der Halb- 
ebene 6 >6, in ein solches Rechteck eingeschlossen werden 
kann: Die Reihe definiert eine fiir 6 >6, regulire ana- 
lytische Funktion. 


Beweis: Wenn . 


Dz=-se@ 


maz 


gesetzt wird, ist fiir ganze v, w (w>v = 1) 


w 


are S(n) — Sm —1) 
oe eae 


n=v n=0 


~ ee et _ Se@—1) Sw) 
=>,5) (eae (n+ ard ys —% aa (w + irr 


Nach Voraussetzung ist fiir alle n 








|S) |< A, 
also fiir 6 > 6) 
| w w 
Un “agit So ee 1 A Are 
pas x 4 > fy ee (n+ 1)*~*% 7% yp? % * 2b mae 




















Nun ist n+1 





i 
yi (ne ly 
da ja 


dyes) =  g-(e— 5) log u 
du 


== @- (8—%) log x, (— o—*) 
uU 


du 


= oe (s— ON fe an 


ist. Dies Integral ist das Integral einer komplexen Funktion des 
reellen®) Argumentes w. Es gilt dafiir die Abschitzung: Der abso- 
lute Betrag des Integrals einer stetigen Funktion ist héchstens gleich 
der Lange des Integrationsweges mal dem Maximum des absoluten 
Betrages des Integranden. Der absolute Betrag des Integranden ist 


1 1 
$— 81 44 pdt (880) +1 


|u 





a ae 


nm? ~%+1 ? 


die Weglainge ist 1. Daher ergibt sich 


Ww 


> 1Gn 
| ms 


rn=0 n=v 


w 
Hl A A 
<Als—5) 3 Serene oF pt % Noon 


w 








Hieraus folgt zunichst bei festem s, wo 6 >, ist, wegen der Kon- 
vergenz von Bs, 


1 
n?—%t! ) 


t=1 


daB nach Annahme von «> 0 fiir w>v>v =1(e) 


w 
| Bn 
| n> 


n=0 





<AG 
ist, d.”h. 


foe] 
Un, 
a) 
pei 


1) Es 1i8t sich natiirlich auch als Integral einer analytischen Funktion 
von w interpretieren (s,s, sind konstant), welche in der Halbebene K(u) > 0, 
aber auch in der ganzen durch einen Schnitt von w=0 bis w—=—oo (lings 
der negativen reellen Achse) aufgetrennten Ebene regular ist. Daher kénnte 


man auch von » bis n+ 1 auf beliebiger anderer Bahn in dieser aufgeschnittenen 
u-Ebene gehen. : 
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konvergiert. Schiirfer ergibt sich fiir alle s des Gebietes 6, + 0<6<a, 
oral. St x T 


A 


> m <A (6424) “> aoe 8 oe 





wo die rechte Seite von s unabhangig ist und fiir w >v > v, =%,(e) 
kleiner als ¢ ist, was den ausgesprochenen Satz vollstiindig beweist. 

Hine Dirichletsche Reihe, die in einem Punkte konvergiert, 
konvergiert also in jedem mit Bezug auf die Abszisse (d. h. die Pro- 
jektion auf die reelle Achse) rechts gelegenen Punkte. Wenn sie daher 
fiir jedes reelle s konvergiert, so konvergiert sie fiir jedes komplexe s; 
Beispiel: 1 

1 nl 
oe 
y m= 
Wenn sie fiir kein reelles s konvergiert, so konvergiert sie fiir kein 
komplexes s; Beispiel: 
. n! 
ae 
n= it 
Abgesehen von diesen zwei extremen Fallen liefert die Hinteilung 
(Schnitt) aller reellen Punkte in Divergenz- und Konvergenzpunkte 
ein a, so daB die Reihe fiir s< a divergiert, fiir s >a konvergiert; 
alsdann ist sie in der Halbebene o <« divergent, in der Halbebene 
6 >« konvergent. Da (in Bezug auf die Abszisse) zwischen @ und 
ein s der Halbebene 6 >a ein s, eingeschoben werden kann, so de- 
finiert nach dem zweiten Teil des vorigen Satzes die Reihe eine fiir 
6>« regulare Funktion und kann dort beliebig oft gliedweise diffe- 
rentiiert werden. 

In dem einen extremen Fall « = — ov stellt die Reihe eine ganze 
transzendente Funktion dar und darf in der ganzen Hbene beliebig oft 
differentiiert werden. 

Im Fall des endlichen « hei®t die Gerade 6 = « die Konvergenz- 
gerade der Dirichletschen Reihe, die Zahl w die Konvergenzabszisse. 

Da aus der absoluten eae ae einer nenaichwenpa te Reihe 
fiir s) wegen 

iy a 


| | = no 


unmittelbar ihre absolute Konvergenz fiir R(s) > H(s,) folgt, gibt es 
ebenso eine Gerade o = f, so da (abgesehen von den extremen Fal- 
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len B =— oo und 6 =ov) die Reihe fiir ¢<f nicht absolut kon- 
vergiert, fir 6 > 6 absolut konvergiert, und wie in § 32 erkennt man, 
daB entweder 


a= Bp =— oo 
oder 

a= B=-+ 0o 
oder «a endlich und 

a<p<atl 


ist. Es folgen in der komplexen Ebene, allgemein gesprochen, von 
links nach rechts aufeinander: Hine Halbebene mit Divergenz, ein 
Streifen bedingter Konvergenz, dessen Dicke héchstens 1 ist, und eine 
Halbebene absoluter Konvergenz. 

Insbesondere fiir 


al 1 1 
Lage ge oe be 
ist 
a = 0, 
da die Reihe fiir reelle s>0 konvergiert und fiir s 0 divergiert. 


Die Reihe konvergiert also fiir o >0 und stellt dort eine regulire 
Funktion dar. Da diese fiir ¢ > 1 


= (1-2-4) (5) 
ist, ist also €(s) tiber die Gerade 6 = 1 hinaus mindestens bis zur Ge- 
raden 6 = 0 (exkl.) fortsetzbar und in der Halbebene 6 >0 mero- 
morph, d. h. regulir bis auf etwaige Pole. €(s) ist gewiB regular 
fiir jedes s dieser Halbebene, welches keine Nullstelle der ganzen 
transzendenten Funktion 
‘tie ol— 3 ‘a eA —s)log2 


ist. Diese Funktion hat als Nullstellen die Wurzeln von 
(1 —s)log2 =— 2Amni (A ganz), 
d. h. die Werte 


welche alle den reellen Teil 1 haben und Nullstellen erster Ordnung 
sind, Jede dieser Stellen kann ein Pol (aber dann nur erster Ord- 
nung) von €(s) sein, braucht es aber nicht. Genauer: £(s) ist in einem 
solchen Punkte regular, wenn dort 

i 1 


1 
| ech gee ati 
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ist, hat aber einen Pol erster Ordung, wenn dort 
Pa Pet 0 
ist. Letzteres ist fiir s = 1 (A= 0) gewiB der Fall, da 


eae ot ee on U 


ist. §(s) hat also im Punkte s=1 einen Pol erster Ordnung; dies 
folgt natiirlich auch daraus, daf fiir zu 1 abnehmendes s 


lim (8 —1)£() = 1 





ist und s=1 nach dem Vorangehenden regular oder Pol erster Ord- 
nung war. 
Ob die Reihe Pure aes 
ae ea ck 
in den anderen Punkten —~  _ 


i f 
/ s—1+ i 5% (a= 0) 


‘von Null verschieden ist oder nicht, d. h., ob dies Pole von €(s) sind 
oder nicht, tritt hier nicht ohne weiteres zutage. Aber die im niich- 
sten Paragraphen enthaltene zweite Fortsetzungsmethode wird zeigen, 
daB €(s) fiir 6 >0 nur den Pol s=1 hat, d. h, dab 


(s — 1) &(s) 
Sy aa: 


und 
fiir 6 > 0 regular sind. 


§ 43. 


Zweite Methode der Fortsetzung von ¢(s) bis zur Achse des 
Imaginaren und Beweis, daB (s—1)¢(s) fiir o>0 regular ist. 


Fiir s+ 1 und alle ganzen v > 1 ist 





j sf o+1 
“du 
ued us 
n= 2 n 1 
F i 1 
(1) gest (1 fave 


Wenn o > 1 ist, ist 





ma) Ey = te = lim pay 
=), 


Landau, Verteilung der Primzahlen. 11 
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also 
lim »— a {= 


en 


1 
Die rechte Seite von (1) hat also fiir v= oo den Grenzwert 4; 
daher ist fir 6 > 1 


Re EG et! 


acyl 
ee hi PeTMAT |, 


M=1n 


diese Gleichung werde gliedweise von 


Saar 


subtrahiert. Das ergibt fir o > 1 


n+1 


(2) ¢(s) = 4 =A so, Cree i ot 


n= 





Nun liefert die partielle Integration 


(u—n)du u— n du 
s {eamet Ne fe 
apt us us ? 














also 
n+1 n+1 
(G1) Ab ee A> ITS du 
sf = pti ep (nm + pet Us? 
n nm 
n+1 n+1 
1 _ fav (uw —n) du 
(n+ 1) ute wets 
Aus (2) ergibt sich also fiir ¢6 > 1 
o n+l 
1 1 ((u—n)du 
(3) ()— a1 oo] 
n=1 7 


Ich behaupte nun, da die unendliche Reihe auf der rechten Seite 
von (3), deren Glieder gewiB fiir « > 0 regulire Funktionen sind”, fiir 


1) Das pees Glied mal — s ist ja fiir s+1 


ewe 1 '-s 1 1 
(m+ 1)8 s—1\y8-1 (n + i) ? 
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jedes s mit reellem Teil 6 > 0 konvergiert, und zwar in einer gewissen 
Umgebung jedes solchen s gleichmifig. Damit wird dann bewiesen 


sein, daf F 
oe 


fiir o > 0 regular ist; denn, da die Summe rechts in (3) dort regulir 
ist, so ist es auch ihr Produkt mit —s. Damit ist dann bewiesen, 
da ¢(s) mindestens fiir 6 >0 mit Ausnahme des Poles erster Ord- 
nung s=1, wo das Residuum 1 ist, regular ist. 

Die Behauptung itiber die Summe in (3) folgt unmittelbar daraus, 
daB fiir ¢ >0 (0 > 0) 
n+ | n+1 
(u—n)du_ |ju—n| 


ahi 


=. | us +2} 











ystt 





nN n 


* 
n+1 


u 
ba 
Sf peri du 
n 
1 


He 


ist, wo rechts das von s unabhiingige allgemeine positive Glied einer 


konvergenten Reihe steht. 
(3) laBt sich auch so schreiben: 


if udu 
(4) Mee ma 2 mae 


oder nattirlich auch ohne Anwendung der Integralabktirzung ftir die 
elementaren Funktionen 


1 : 1 1 1 1 
SI Bad Nin erenanas Boe ieee 1) td aes: (a ra oe —7)}- 
(3), (4), (5) stellen also £(s) fiir 6 > 0 (exkl. s=1) dar. 


bzw. fiir s = 1 der Limes hiervon 


n+1 
1 : 1 Oe aa! 
ae: [i oct desi! 
wti jf w ntti n 


nN 
also ist das allgemeine Glied mal — s eine ganze transzendente Funktion von s; 
da diese fiir s = 0 verschwindet, ist natiirlich auch das allgemeine Glied eine 


ganze transzendente Funktion. 
11* 
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Die Tunes der Integrale hatte bisher namentlich den Vor- 
teil, daB mit ihrer Hilfe der Nachweis der Konvergenz der Summe 
besonders leicht gefiihrt werden konnte. 

Es ist fiir diesen dritten Teil des Werkes unerheblich, ob §&(s) 
iiber die Achse des Imaginiren fortsetzbar ist und ob es bei freier 
Bahn eine eindeutige Funktion ist. Es hat eben im folgenden §(s) 
fiir 6 > 0, s-- 1 den eindeutig bestimmten Wert zu bedeuten, welchen 
die fiir o >1 durch die Reihe 


foe} 


il 
nF 
nm=1 


definierte analytische Funktion bei beliebiger ganz in der Halbebene 
o> 0 verlaufender (und natiirlich den Pol 1 vermeidender) Bahn im 
Punkte s annimmt. Dieser Wert wird z. B. durch die Formeln (3), 
(4), (5) dargestellt. 

Ich behaupte, daB bei der in der Umgebung von s = 1 (mindestens 
mit dem Radius 1) giiltigen Entwicklung 


1 
(Oe ot are 
C, die Eulersche Konstante ist, d. h., dai 
: 1 
im((—,2,) -¢ 
ist. In der Tat ist nach (3) 


m+1l~ 


we (0 —755)—14.5)(<d-f) 


n 


any Pa 
du 
-1+4him( > oar -> {2 ) 


[2] 
win Pol 
= lim ( > =r — log en 





{j= + 64, C.(s—1)+--- 
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folgt weiter, mindestens fiir 0<|s—1|<1, 

















os) = Sei eo uae 
also fiir hinreichend kleine ie (exkl. s = 1) 
r@ =i a oeh 
&(s) 
wena a ogee 
ae (8 — 1) + D,(s— 1) + 
asp 
g"(s) 1 
ra Penne 
7 
g 44. 


Darstellung von ¢'(s) fiir o > 0. 


Da in der Umgebung jeder Stelle des zusammenhingenden Ge- 
bietes 6 > 0, s+ 1 die unendliche Reihe in den Formeln (38), (4), (5) 
des vorigen Paragraphen gleichmabig konvergiert, darf man gliedweise 
differentiieren und erhiilt fiir o > 0, s+ 1 aus (5) 


F 1 
(S)=—G=7 


ee eo ae a ieee 


Es empfiehlt sich, auch das allgemeine Glied dieser Reihe in 
Integralform darzustellen. Es ist 


udu gfe ese udu _wlog(n+u) 
Shicupe | 2 npuytt I (ntwett (meu 


+f ait ( log (+ 4) +. a 
Bods: w log (n + wu) log (m + w) 
=~ Tatu TS apa 
__ wlog(in+u) 1 log(n+uw) 1 Hf du 
mtu si @twrit s—i) wpu 
wlog (n+ w) 1 log(n+ uw) op Lae 1 
nm+tut s—i (ntuy1  (s—1)? (n+ u-?’ 





(1) 
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also 
nm+1 ‘ it 
(w—n)du (amore udu We BR 
Sati ae ttle sy (n + wt (n+ ust 
0 
log (n + 1) 1 /logim+1) _ logn 1 1 i 








oe Waeaen = §—1 (ee 1)s-1 I = @2—17 Bee ee 
was mit dem allgemeinen Gliede der Summe in (1) tibereinstimmt. 
Daher sist: fir: > 0) ssf 


’ n+1 
@ v0=- ply D (faa fae), 


Das allgemeine Glied dieser ae ist die durch formales Differen- 
tiieren nach s gebildete Ableitung des in der Formel (3) des yorigen 
Paragraphen auftretenden Ausdrucks 


n+l 
(wu — mn) du 


ustt 











Um dem Leser die Betrachtungen iiber die Differentiation emes kom- 
plexen Integrals nach einem Parameter zu ersparen, habe ich den 
langeren, aber elementareren Weg des Textes eingeschlagen. 

Da die in (2) auftretende Summe 


= m+1 
(u — n)du 
> | i. le 


1 mn J 





ftir sich konvergiert, kann auch geschrieben werden: 
peerage co nti 


eey ns so yh cane DJ etna 


Nattirlich darf hier fiir 6 > 0, s + 1 beliebig oft weiter differentiiert 
werden; doch brauche ich diese Formeln nicht. 








§ 45. 


Beweis des Nichtverschwindens der Zetafunktion auf der 
Geraden o = 1. 


In § 41 war bewiesen worden, daf &(s) fiir 6 > 1 von Null ver- 
schieden ist. Dazu kommt nunmehr der 


Satz: Hs ist fiir ¢20 
c(1+ 1) +0, 
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d. h. die Funktion €(s) hat auf der Geraden o=1 keine Null- 
stelle. 
Beweis: Ich gehe von der fiir 6 > 1 giiltigen Darstellung 


Shae! 


72 ae 
mpls 
E(s) be e™ 
~ Sie 
aus. Fiir e>0, 150 ist nS 
mm mepie(l + & + t4) 


(1) c1te+ti) =e 
und speziell fiir « >0 1 

m mpm (Ltée) € 
(2) ayer ee panied 


Wenn auf beiden Seiten von Bd der SESS Betrag genommen wird, 
so ergibt sich wegen 





o | o 
n=1 (ie! 
fan elcze 
lo’) 
DRUuy) 
n=1 
=€ 
und We: 
1 gp 008 (mt log p) — isin (mt log p) 
mpmtetti ier mpm (t +2) 


cos (mét log p) 
= mp” (L+e) 





die Gleichung 


7 608 (1 t log p) 
: ne mpm (1 + €) 
(3) POUR ee BO) == a 
also auch, wenn 2¢ statt ¢ geschrieben wird, fiir «> 0, t20 
cos (2mt log p) 


mpl (1+) 


(4) \é(1+ e+ 2ti)|—o™ 


Nach (2), (8) und (4) ist far «> 0, ¢20 


& 


gee +4 cos (mt log 3p) + cos (2 mt log Pp) 
7) yi (1 + e) 
(€1+2)3|&(1 Le tHE tet 20) |—eP™ : 
Da fiir jedes reelle 
3+ 4cosm + cos 2m = 3 + 408m + 2 cos? g — 1 
= 2+ 4cosy + 2 cos’ 


= 2(1 + cos)? 
>0 
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ist, ist im Exponenten jedes Glied > 0, also 
Gd + opie bet ele +e + 20/21, 


1 
(5) Jed tet %)|2 3 
(a +8) *\E(t + e+ 2¢0)| 
Nun ist fiir ¢ > 0 


a Fae 


du 





Coe 
4 








<0 Dict 
1 


=1+-, 


also fiir O<e<l 
2) 
c(i) Roe 


Dies gibt, in (5) eingesetzt, fir O<e<1, iS 0 


Sco 


é 





el +e+ ts)|> B 
at|ga tet 2en|* 


pl oo 


ef 


2\€(4 +e-+ 2t2)| 





(6) > 


Aus (6) folgt 
a ti 1 
(7) g( ee Oia a eA 
2e*|G(1 + @+ 214) |* 
Wenn nun ¢2 0 angenommen wird und « zu Null abnimmt, so kon- 
vergiert der Faktor 


a 
4 








\e(l +e + 240)|* 
des Nenners der rechten Seite von (7) gegen den endlichen Wert 
€1+42tc)|*, mag derselbe Null? oder positiv sein. Wegen des 


Faktors «* im Nenner wachst also fiir zu Null abnehmendes «. die 
rechte Seite von (7) iiber alle Grenzen, also auch die linke Seite. 
Daraus folet, daB 

Cre ey) €(1 + #2) +0 


1) Da der Satz ¢(1-+ ¢7)+-0 im Moment noch nicht bewiesen ist, ist. es 
nicht ausgeschlossen, dai ¢(1 + 2t7) = 0 ist. 
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ist; denn wire e(1 Ay 
? 
so ware bei jeder Anniherung 


] &(s) , 5 
nie ee 





also insbesondere fiir positives, abnehmendes « 





| lim Soa Bi pe = (1 + #4), 
é=0) 
| | = |€'(1 4+ é)|, 


wahrend nach dem oben Bewiesenen der Limes nicht existiert. Da- 


mit ist der Satz bewiesen. . 
Whe A 


4: § 46. 
Obere Abschatzungen fiir |¢(s)| und |¢‘(s)]. 


Die Ungleichung (6) des vorigen Paragraphen dient nicht nur 
dazu, den letzten Satz zu beweisen; sondern sie bildet eine der Grund- 
lagen beim Beweise des Primzahlsatzes. Um sie weiter zu verwerten, 
soll zunichst der Nenner in (6) derart vergréBert werden, da das 
Punktionszeichen € nicht mehr darin vorkommt. Dies pochick durch 
folgenden 

Satz: Es gibt eine absolute Konstante” ¢, so daB fiir 
bio 2, tS 2 





; £(8)| <q logt 
ist. 

1) Im folgenden bedeuten ¢,, c,, --- positive Konstanten, welche unab- 
hangig von den Variabeln in den betreffenden Relationen wihlbar find. Ubrigens 
kann jede dieser Konstanten durch jeden griSeren* Wert ersetzt werden. Es 
kommt eben nur darauf an, die Existenz einer solchen Konstanten zu beweisen, 
d. h. festzustellen, daB eine gewisse Funktion der Variabeln, im Falle des Textes 

der Quotient j£6 4- t)| | 
log hc? 


fiir das betreffende Gebiet, hier fiir 1<o<2, t>2, endlich bleibt. Die im 
Satz auftretende Zahl 2 bei 6 <2 sowohl als hei $>2 kénnte tibrigens durch 
jede andere GriéBe >1 ersetzt werden. Der Wortlaut des Textes geniigt mir 


pemde Ween |e +4) | =| 50 —19)| 
_folgt aus ihm noch unmittelbar, da fiir 1<o<2, t<—2 
(6 + tt) | <¢ log (— #) 


ist. 
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Beweis: Hs- ist nach § 43, @). wad 6) fir ¢ >0, s+ 1 


é(s)=1+44 Sno 











wo 

a1 1 
(1) fis) —— 3 | Sa 
a “ 1 ‘ba eee pc 
EP (n + 1)° q pis tae hee i) 
1St. 


Ich nehme ¢ > 2 an und wende fiir 1 = 1, 2,---, [#] den Aus- 
druck (2), fiir alle folgenden » den Ausdruck (1) von f,(s) an. Dann 
ergibt sich 


(@)—14+54 ear +e 1 1) 





i=) n+l 

















ss Sa 
n=t+1 4 
Ly; "(uw —n)du 
ton Bea (Gea a ee al, wt 
ea f co 1 ) 
os (u— nde 
( ) ors eae | Gijacp: 1 ap art 
Aus (3) folgt fir 1<o<2, t>2 
tpi ? 0° n+1 
yi< (u — n) dw 
£6) | Ds ot apa ggg yes tle aL owt 
t+1 © n+1 
<Bi+i+e+oy! fe 
n=t4+1 n 


“14 ait} wate panei 


[4]+1 


1) Fir eine spitere Anwendung ist es wichtig, zu beachten, daB"in (3) 
natirlich statt ¢ irgend eine von s unabhingige Zahl >0 stehen kéunte. — 


§ 46. Obere Abschitzwngen fiir |&(s)| wnd | £'(s)|. Gl 








[t] 
Che oe 


uw e 














a1 stele ge 
<4-+ logt 


= log? + logt, 
also ; 
| $(s)|< ¢,logé, 
wenn nur 
gg 

angenommen wird. 

Damit ist der Satz. bewiésen. 

Er Pestattet, aus der Relation § 45, (6) 
: a > 
¢lte+ti)|> a O<e<1, #50) 

2|E(1 + @ + 2t2)|* 


fir O0<e<1, ¢>2 weiterzuschlieBen: 





3 
et 


¢1te+ti)|> 
2¢, log* (22) 
le pase > 
c, log +t 





Fiir einen spateren Zweck soll analog fiir |§’(s)| eine obere 
Schranke hergeleitet werden. Diese muf sich sogar auf ein Gebiet 
beziehen, welches iiber die Gerade o = 1 hiniiberreicht. 


Satz: Es ist fiir ¢>3, 1— wee 





log? t. 
Das Gebiet ist nach unten von einem Stiick der horizontalen 
Geraden ¢=3 begrenzt, nimlich von dem Stiick 1 — a 3 SO <2, 


rechts von dem Stiick ¢>3 der vertikalen Geraden 6 = 2, links yon 
der Kurve 


i 


welche die Gerade 6 =1 zur Asymptote besitzt. 
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Beweis: Hs ist fiir o>0, s+ 1 nach § 44, (1) und (2) 


(8) =— gat S0 











wo 
log +1) oy Lee oat log(n+1)__ logn 
6) (5) = eh sole mere recy 
41 
4 — n)d —n)1 d 
(6) es Ware rhe if 2 ae w 


n 


ist. ¢ werde >3 angenommen. Ich wende am Anfang, bis » ='[¢], 
fiir g,(s) den Bde (5) an, von n =[f]+ 1 an den Ausdruck 6). 
Dadurch ergibt sich 


t 


Gera Le log (n + 1) 1 i 1 
Bp). (s=1)* (n+ 1) 2 Gy bese 71) 


oo n+. ' co 6m tL 
= log(n+1) _ logn ‘“(u—n) du (u—n) log udu 
et ae 1 gece mer > “ott +5>) ie ae 
































n=t+1 j n=t+1 % 
1 Aloe unis 1 1 t 1 log({t]+1) 
See Siren hs so (qpge ig ey 
o n+l oo m+1 
as (u—n) du Joan 
a y ee +32) = es 
cae 
ee 1 1 tlio elt) —n) du 
me Ae Nie TG cle OR Oe 08 kee ay f hee, 
n= n=t+1 7 
3 n+1 
+s> ‘a 
also ») ia a if 
ae 
le” (s)\\< og 1 . il 1 log ({¢] + 1) 
Pe (6—1) a are i Vo—1I3+e eae : 


(7) 





+3 fa came verea> froeman, 


n=t+1n n=t+1'n 





1) In der vorangehenden Relation fone statt ¢ irgend eine von s unab- 
hingige Zahl >0 stehen. 
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Wenn nun 


af 
eee oe =? 


ist, so ergibt sich einzeln fiir die fiinf Glieder auf der rechten 
Seite von (7): 


t+1 t+1 











1) Pa eae = log of stl ‘s 
=1 me ~ logt 
t+1 
< log ([é] + 
n=l oe ia 
ie —— 
7 
1 ons 
<log @ + 1) (f+ 18 DS's, 
u=1 


t+1 


a 
< log (¢ +1) (¢+ 18 (1 + /%) 
1 


log (¢ + 1) 


<log(¢+1)e #’ (1+ log¢é+ Q) 
~ logt-e-logt, 





eS; 





also 
t+1 
wen < ¢, log? t. 
n=1 
1 1 1 gags 
eaten Ta 


(1) 8! 


1 
<h@a ym 


we 3 


< ¢, log*t. 
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se log ((t] + 1) 1 log(+1) 
3 —_————_— 2 - 
) Vie— 1)? + # ()+1)"- eae ane Reo 

; 1 


<7 log (+1) (¢ + 1)P8! 











<2 log t 
er Ri 
To) "ad : 
i du 2 
4) [ous ae 
n=t+1 4 n=t+1 5 ae ~ ice 
os du 
pee 
[]+1 % lst 
> du 
—_- 
5 4 lost 
wae A 1 
——— 23 5 
“loge t Wat 
1 é 
eer % 
log 3 
ert 
t 
< ¢, log? 
2 slog nadie log udu 
5) Vote Sere me <e+e She 
n=t+1 5 n=t+1 , uw ~ iat 
‘log udu 
88 (ee 


t Uw “log t 


— OF log ¢ : gene so = 
(ye Oa) 
<2e(2-08* + za 


< Glog t 
A C19 log? be 
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Zusammengenommen liefert also (7) 


&'(s)| < e,log?t + c, log? t + c, log?t + ¢, log?t + &, log? t, 
also 


(8) b(s)| <6 log*t 
fir ¢ > 3, 1— as <6 <2, womit der Satz bewiesen ist. 


Satz: Fiir ¢>3, ee 1 ist 


(9) [1 + 6+ ti) — €(1 + t2)| <e|€ | log? t. 
Beweis: Es ist fiir jene ¢,¢ bei geradlinigem Integrationsweg 
L+etti 
Ci +e+ti)—Ct+ ti) =f6"(s)ds 

: é r r 1+¢¢ 

‘ ite 
4 =[6'(6 + ti)do; 
1 


weil 6 dabei zwischen’ 1 — ee und 2 liegt, ist nach (8) in jedem 
Punkt des Integrationsweges . 
|€’(o + t2)| < G log*t; 
also ergibt sich, da die Linge des Weges «| ist, 
)€(1 +64 ti) — €(1 + t2)| Cele log? t. 


D. h. es ist, wenn man das Ergebnis (9) fiir positive und nega- 
tive ¢ einzeln ausspricht und im letzteren Falle 


é=—Y 
setzt, 


(10) |€A+¢e+¢)—€(1+4+ t2)| <eelog?t fiir ¢>3,0<e< 1, 
GL) [ed —n+t)—£(1+4i)|<eqqlog’t fir #5 3,0<1 <j, 5: 
Aus (11) folgt noch, da nach dem ersten Satz dieses Paragraphen 
fir l <6 2, te? 
(12) |S(s)| < 4% logy, 
also speziell fiir ¢>3 
\€(1 + t2)| <¢, logt 


ist, fir {>3, O<y< “5 
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sd —4 + 4)|—|Cd —y +) EA +) +E +H) 
< [6 —4 + ti) — E01 + t)| + | 6(1 + 10) 
< ¢,7 log?t + ¢,logt 
<c,logt + ¢, logt, 
also in Verbindung mit (12) fiir #>3, 1 — ie 3S aS2 
| §(s) | < @, logt. 


Natiirlich kénnte dies auch direkt durch die Beweismethode erhalten 
werden, welche bei beiden Siatzen dieses Paragraphen angewendet wurde. 


Da fiir 6 > 2, 150 


OES 


= Cro 


1 
ols > 
w= 


= Crs 


und 


ist, so kann das Hauptergebnis dieses Paragraphen auch so geschrieben 


werden: Fiir ¢ > 3, 6 >1— 3 ist 
| $(s)| < qq log ¢, 
(13) [6"(s)|< 45 log*, 


also auch fiir s,=6,+ ti, s,=o, + ti, t>3, elie 


| E(s,) — £(s,) | = if '(s)ds 


S | 6, — 6, | &; log? t. 


p aei—pa 


§ 47. 
Untere Abschatzungen fiir |5(s) |. 
Aus der Relation (4) des vorigen Paragraphen 
8 


(1) $d +e+ t)|>- 
c, log! t 





(O<e<l, t22) 
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folgt in Verbindung mit der Relation (10) 
El +e+ti)—£14+ti)|<eelog?# (O<e<1, t>3), 
daB fir O<e<1,t>3 
[SC + #2) | = |e +e+ te) — (Cd +e+ ti) —€ +t) 
= |€d+etti)|—|d+e+ts) — (1+) | 


3 


Py 








ee lone 
c, log! t 
oe pS 
(2) = ,- (1 — &e, «4 log* #) 
c, log? t 


BA Avian Me De 
ist. Die nur nach unten beschriinkten Konstanten c, und ¢,, sowie 
alle spatéren c kénnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit > 1 an- 
genommen werden. Ich wiahle nun fiir jedes ¢>3 den. speziellen 


Wert 
1 4 
a) 
2:6, ¢, log* ¢, 


1 
=, Web ef log? t? 


der wirklich zwischen 0 und 1 gelegen ist. Dann ergibt sich, da die 
Klammer in (2) 


1 Ly 
= 1 — 4¢, ———_,_ log4 ¢ 
2c, ¢, log! t 
ee 
2 
wird, : ‘ 
ORE A eee oaraar v7 era a | 
(2 CO, LOR 1) CplO@ ant 
: 1 
(3) ory ina a Meet a 3), 


was”) viel priziser ist als die frither festgestellte Tatsache des Nicht- 
verschwindens der Funktion £(s) auf der Geraden 6 = 1. 





1) Natiirlich kommen sie noch viel gréfer heraus, wenn man die vorigen 
Rechnungen numerisch verfolgt. 


2) Wenn man eine fiir alle ¢ Ze 0 giiltige Formel haben will, brauchte man 


nur statt log ¢ einzufiihren: log (2 + | ¢)). 
Landau, Verteilung der Primzahlen. 12 
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Aus < (3) in- nreenodene? mit den Relationen (10) und 11) dos 


i 
§ 46 folgt nunmehr fiir (235 = <@e«<14+,— 


2 C,C, Le == 2 Cy C,, log’ t 





|E(o + #2) |= | 60 +42) + Ce + ty) — gd + t1)) | 
> |6(1 + ti)| —|&(o + #4) — SC + tr) 
1 | 2 
> eo inals —¢,|6—1 log*t 
ib 
2 Glog te) “3 2, ¢,, log*t log*t 
1 
(4) = 2¢,, log’t 
Birt = 2, 14> are “Ae SOK? ist nach (1) 
8 
a 
l\é(6 + te as 
e+ 19|> 
1 
= = 
(2 Gy C44)" Cs log’ t 
. cer 
©) ~ Glog? 
fiir ¢>38, 6 >2 ist 
22 
; Im a 
Igo +t)|=e""™ 
— 1 = 
Me 4 nee 
eat 
Ge 
1 
©) > G,, log"t ; 
(4), (5) und (6) besagen zusammen, wenn 2¢,¢,,=¢ und 
: Fe 1 5 
Max. (2 C6, Cir» Cig) = Coy gesetzt wird: Fir ¢> 3, 6 >1— 4; toad ist 


also insbesondere in diesem Gebiet a von Null verschieden. 
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§ 48. 
Diode ser igs tiber SS), 


S(s) 


Fir ¢>3, 6>1—- ._.,, ist nach der letzten Formel des vo- 
Ge a t 


rigen Paragraphen in eee mit § 46, (13) 
iS ae| = 5 


<<"¢;, log? : * log’t 
=216, LOG T. 


Da sich (s) im Rechteck +<o6<1, O<¢<3 mit Ausnahme 
des Poles s=1 regular verhilt und auf der rechten Begrenzungslinie 
keine Nullstelle besitzt, so gibt és eine GréBe c,. > 1 derart, daB im 


Rechteck/1 — <o <1, 0<#<3 (inkl. des Hanes) keine Null- 
22 


stelle gelegenist. A fortiori liegt also im Rechteck 1 — se see eal 
og 3° 


0<t<3 keine Nullstelle von €(s), d. h. abgesehen von s=1 keine 


singulire Stelle von oe Der Punkt s = 1 ist ein Pol erster Ordnung 


$"(s) 
(8) 

Es werde die gréBere der beiden Zahlen ¢,, und «, mit ¢ be- 
zeichnet, ¢,, jetzt kurz mit 6. Dann ergibt sich aus allem bisherigen 
als Hauptresultat der 

Satz: Die Funktion €(s) verschwindet nicht in dem Teil 
der Ebene, welcher rechts von der stetigen Kurve 

1 


























von €(s), also ein Pol erster Ordnung mit dem Residuum — 1 von 


eg eer gRee fiir ¢ > 3, 
(1) 6—1—a295 fir 3 <¢<8, 
; ; 1 
liegt, inkl. der Kurve selbst, und es ist ftir? >3, 6 =1— arery 
£°(8) 
(2) | 6) <b log*t 
Mit anderen Worten: Die fiir 6 >1 durch die Reihe 
_ S400 
MH 1. n 
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dargestellte Funktion 
(8) 
$(8) 
ist auf der Kurve (1) und rechts davon bis auf den Pol erster 
Ordnung s=1 mit dem Residuum —1 regular und geniigt 


1 
der Relation (2) fir ¢>3, ¢= 1 Berar as 


Zwolftes, Kapitel. 


Beweis des Primzahlsatzes und der schirferen Abschatzungen 
fiir die Primzahlmenge. 


§ 49. 
Berechnung eines speziellen Integrals. 


Mit Hilfe des Cauchyschen Satzes soll nunmehr eine wichtige 
spezielle Integralformel bewiesen werden, welche alsbald Anwendung 
finden wird. 

Es sei w eine reelle Konstante und es werde das Integral 


ays 
AS ds 


itiber ein beliebiges Stiick der Geraden s =2-+¢i von 2+ ai bis 
2 + bi erstreckt. Der Integrand hat im Punkt s = 0 einen Pol zweitér 
Ordnung mit dem Residuum w und ist sonst iiberall regulir. Das 
Integral 


24bi 
en 
A aa ds 
2+a% 
hat also gewi8 einen Sinn. Ich behaupte, daB es fiir a —=— ov, 
b = oo einen Limes hat, dh. daf 
2+ 


To) = [as 


konvergiert. Dies folgt unmittelbar aus 
ew 


> ee 
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da cs) 


dt 
4+? 


konvergiert. of 
Der Wert des Integrals J(w) bestimmt sich durch den 
Satz: 1. Fiir w <0 ist 
: J(w) = 0. 
2. Fiir w>0 ist 
J(w) = 2xiw. 
- Beweis: Ich setze bei positivem 7’ 
247% 
Tow, T) =| as; 


@—Ti" 





dann ist 
4 


J(w) = lim J(u, 7). 
Tc) 


1. Es sei w<0. Ich wende den Cauchyschen Satz auf das 
Gebiet an, welches von der Strecke 2 — 7% bis 2 + 77% und dem iiber 
ihr als Durchmesser nach rechts beschriebenen Halbkreise begrenzt 
ist. Da in diesem Gebiet ee regular ist, ergibt sich 

247i 


I(w, T) = J as, 
2—Ti 

wo rechts der Halbkreis . 

s=2+ Te", Fess 


gemeint ist. Die Liinge dieses Weges ist 27’, der Integrand in jedem 
Punkte des Weges mit Riicksicht auf o > 2, |s| > 7 absolut genommen 


2w 


= oe 
daher ist 

3 (T(w, T)|< "5, 
also 


J(w) = lim J(w, T) 
T=0 
ie 


2. Es sei w>0. Ich nehme 7'> 2 an und wende den Cauchy- 
schen Satz auf das Gebiet an, welches von der Strecke 2 — 7% bis 
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2+ 7% und dem tiber diesem Durchmesser nach links geschlagenen 
Halbkreise begrenzt ist. In diesem Gebiet liegt der Pol s=0O mit 
dem Residuum w; daher ist 

J(w, T) — 2xiw = —- ds, 


2—Tt 





wo die Integration sich auf den Halbkreis 
s=24 Te, =>9>F 


bezieht. Die Linge dieses Halbkreises ist 77, der absolute Betrag 
des Integranden wegen o < 2, |s| > 7’ — 2 gleichmibig 


e” 


; Spay 
i ibt 
1es gl . 2 wT 


| F(w, L) — 210) Spee» 


J(w) = lim J(w, T) 
Yio) 
= 2miw. 


Aus dem bewiesenen Satz folot nachtriglich fiir J(w,7) eine 
noch genauere und fiir alle 7’ > 0 giiltige Abschatzung, als unterwegs 
gefunden war. Hs ist namlich fiir alle -w eS 0 








| 2Q+ei | ae 
| {Sas dt 
ith eels 
enw 
; Sor 
ebenso 
| wae | ae 
| ee Bg fen, 
he : § | t 
ee 
ae 
also 
wy pew 
| F(w) — F(w, T)| <<, 
dash, 
. 2 w : 
(1) Tw, T)|< "5 fiir w <0, 
(2) \J(w, 2) — 2aiw| < ee 2 U: 





ax 
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n=1" 








Der bewiesene Satz lit sich auch in folgender Form schreiben. 
Wenn fiir y > 0 
ys — evs 


gesetzt ist, wo w den reellen Wert von logy bezeichnet, so ergibt sich 
2+ 07 some 
fier OA ee 


222,) s? 
2—wi 


=logy fiir l<y, 
und (1), (2) liefern (wegen x > 1), falls 7’ > 0 ist, 


(3) mae dsi<% fir 0<y<1, 
eee | 
247i Eee 4 a - 
1 : 2 Te 2 
(4) lage) #40 loey <5, fe se 
2-—Tt | 


Eine komplexe, von 7 und y abhingige Zahl, deren absoluter Betrag 
ra s ist, kann mit 3 
07-972, F 
bezeichnet werden, wo 

O|=|97,y) <1 


ist. Also ist nach (3) und (4), wenn 7’>0 angenommen wird, 





; pee a(Z,y)% | fir O<y<1, 
>xi,} 8 | = logy + O(T,y) & fir y > 1, 
= \@\<1 
ist. 
$ 50. 


Darstellung von a A(n) log = durch ein bestimmtes Integral. 
n=1 


x. bezeichne eine beliebige positive Zahl, die nicht ganz zu sein 
braucht. Die fiir ¢ > 1 giiltige Gleichung 


£"(8) AM) 
heae(s) ->4 
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werde mit a multipliziert: 
s : 
G6 (8) a" A(n) 
(1) ~ #6) ->% nt 


Auf der geradlinigen Strecke 6 = 2, —-T<t<T, wo T7>0 sei, ist 
die Reihe auf der rechten Seite von (1) g cleichmabig Louvergeat: da dort 
a* A(n) | 


37 n* 


a? A(n) 
4+¢? nn? 
ist. Die Reihe darf also auf der geraden Bahn von 2 — 7% bis 


2+ Ti gliedweise integriert werden; dadurch ergibt sich, wenn gleich 
noch durch 227 dividiert wird: 























247% 247% 
Baek £’(s) ee! nid AON: 
mde zs) “8 ero 
2-Tt 2-Ti n= 
247% 
pez 
=> on 
n= Ht oan 
247% 
Sr 
= S40 ef & 
2-—Ti 


Nun ist fiir n<a@ 
y= —>1, 
fiir n > & 
0<y=-<1; 


? 


nach den Relationen (8) und (4) des vorigen Paragraphen ist also ~~ 


in den Gliedern n = 1, 2,---, [a] 





247i . | 
e\? | 
1 & ) | ce 
a eo | <a 
| 2~—Tit al 


in den Gliedern n = ie sie He + 2, 


a ae 
§ 50. Darstellung von >A (2) log — durch ein bestimmtes Integral. 185 
n=T 








daher ergibt sich 


247% 
1 Be Ks) 
ig ay, Je 6) 28 S40) 85 


247% 247% | 
| 
| 


re = S40 uf ds — log ee. 


n=«e+1 
a? 
> A(n) as 


CO) ome 7 


Da, die rechte Seite von ae fiir 7’ = co den Limes 0 hat, ist also 


loa po &’(s) 
~ a 3 46) 28 oes 


-—Ti 

















Es kann dafiir einfach 
Pied 


. Lo 1 Ge EG) 
2 A(n) log = ale Dae 
oA 


2—cot 





geschrieben werden, da das Integral rechts wegen 


at £'(8) 2? QVA(n) 
s? €(s) = Eee, mn? 
= 


} x 
a2 (1) log 
n=1 
genau durch ein Integral mit unendlichem Wege dargestellt. Fiir 
das Folgende ist eine Naherungsformel mit Hilfe eines Integrals iiber 
einen endlichen Weg praktischer. Es folgt, 7’= x? gesetzt, aus (2) 
' | 24 ai 


| at £’(8) 
| sf BoOe ~ 3) Ae 083 esse a 


2—a7% 











konvergiert. 
Damit ist 


also 
2+ 027 


>) 4@) og = = a a ds + O(1). 
n=1 





ae 
— 274 
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§ 41. 
Anwendung des Cauchyschen Integralsatzes. 


Ich rouae nun, «> )V3 angenommen, den Cauchyschen Satz 
auf den Integranden 2 (8) 
s? ¢(8) 


und den geschlossenen Integrationsweg ABCDEI'A an, wo 





A=2— 2771, 
B=2+ 01, 
C=1— sgt + 
=e oe 4+ 34, 
yo 1 ~ Soars — 3i, 
Palapye 


ist, c die Konstante des § 48 bedeutet, die Strecken AB, BC, DE, 
F'A geradlinig sind, CD das Kurvenstiick 


1 





und HF’ das Kurvenstiick 
1 9 
cml gy, ~8BIB-= 


bezeichnet. 


.. ist in diesem Gebiete und auf dem Rande regular und hat 
fiir s=1 den von Null verschiedenen Wert z Die Funktion (8) 


&(s) 


ist nach dem Satz des § 48 in diesem Gebiete und auf dem Rande 
regular mit Ausnahme des innen gelegenen Punktes s=1, welcher 
Pol erster Ordnung mit dem Residuum —1 ist. Also ist der Integrand 


x* £"(s) 
S acta). 





auf dem Rande und im Innern regular mit Ausnahme des Punktes 
s=1, welcher Pol erster Ordnung mit dem Residuum — z ist. Die 
Anwendung des Cauchyschen Satzes ergibt also 


§ 51. op peta | des Ca sie bs ie ai 187 





a 6 (3) 3 aw §(s) sf ae fete 
fis zo % +f He) sce ta a6 
a? £”(8) a? t’(s) 

+f SQde+ [Sees eae 


also fiir das in der SchluBformel des vorigen Paragraphen auftretende 
Integral 

















2492 B 
2 £'(8) a §' (8) 
rat as fa 

2—n277 A 
F 


ee Soe f a* §"(8) ae S(8) g ae f(s) g 
eT ot eye th St a otf s* £6) 9 
, iS 


a” €"(s) nea) 
Meanie zi) 0 


1. Hierin ist zunichst, da auf dem Wege HD, dessen Linge 
6 ist, 


(1) 











unterhalb einer yon 2 unabhiangigen Konstanten liegt und dort 


1 


| 0" | == ay clog?s 
ist, 
pS 


2. Ferner ist unter Beriicksichtigung der Ungleichung (2) des 
§ 48 und der tres der oberen und unteren Halbebene 
| F 
Ze 
| 5(s) 
|e 


x* §"(s) 


3 Fs) as) 


| 
a 
|e 
| A 

ee ie piso) 7 
i G4 ai)? 56 + 2%) 


1 Fiog*(@*) 
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a 


fs ee b log® (ot) | eee dé 
1 


1 S1og? (a) 
2 


< blog? (a) | “do 
0 
von, log® 
d 108 x 
@) =O) 


3. Unter Beriicksichtigung derselben Ungleichung ergibt sich 
auferdem 





l E 
| (#0@,.j| fee®. | 
s? £(s) Bs | s* £6) 








Z 1 : : : 
— ——— + ti ig — eS 
. yp coe : (1 clog? * ti) 9 i i) dt 
: 1 +t) Gace 


. (i= aa tt) chen 


1 ‘ 
1 

: x clog?t ; 

ee blog’t(—sjogva + 1) at 


a 


1 
a clos’ 4 
= be gg Oe tdt 


3 


> 





a 


i 
— Bi 
(4) =O supe) ee é 


3 
Von einer gewissen Stelle an ist 
ieee 2 
BE 
x werde oberhalb dieser Stelle angenommen; das ist erlaubt, da es 


ja nur auf das Verhalten aller dieser Integrale fiir ins Unendliche 
wachsendes « ankommt. Das Integral in (4) werde in zwei durch 


eViogs geschiedene Teile zerlegt; dann ergibt sich 


§ 51. Anwendung des Cauchyschen Integralsatzes. 189 



































10 = 
2 ’ log 2 
. ni os alt 
x clog*t x clog*%t x clog*t 
fi a — dt = a at + dt 
3 3 = 20 
Vlogz 
e 
10 
4 : Voss on 
log x 
clog? b dt dt 
: Viog 
1 
ae 5) 
clogl0 x dt dt 
=< ve ie #2 7 UE 
iy Goines 
Ud rua © 
af log x ‘ . 
4 == Al as) =e Ole Viog2) 


Bialcs ee eeolen*) 
of) 
also, wenn dies in eingesetzt wird, 
([ebel- feited 
| F | 
Sraliaeres ere 
— O(e-Veee) ; 





(5) 


in der Tat ist sogar 





ia li oa 
% = 00 ex Vlog a =o Oe Vy 
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(2), (3) und (5) ergeben, in (1) eingesetzt, 


24277 





= — 2nxix + 0 (ce-Vioes) 


also in Verbindung mit der SchluBformel des vorigen Paragraphen 


(6) DO log = =2£+ O(ne~ Y*), 
n=1 


§ 52. 


Vorlaufiger Abkirzungsweg zum Primzahlsatz ohne 
genauere Restabschatzung. 


In der SchluBformel (6) des vorigen Paragraphen liegt speziell 
das nicht triviale Resultat 


> A(n) log® = O(c) 


nm=1 


enthalten. Allerdings folgt dies auch leicht aus der elementar be- 
weisbaren Formel des § 18 


S40) = 9) 
ee ee) 


durch die fiir « >1 giiltige Transformation 


A (2) log~ po (w(n) — wm — 1)) log— 
n=1 


- 160) (08 — log 5) + ¥@) logs 
(1) So log (1 + =) + (a) log Ie : 

= 0d” -- ao O(x-log* t*) 

= O(x) + O01) 


= O(2). 


§$ 52. Weg zum Primzahlsatz ohne genauere Restabschdtzung. 191 








Aber es ist ganz interessant, umgekehrt darauf aufmerksam zu 
machen, dab, wenn das Ergebnis des vorigen Paragraphen in der Ge- 


nauigkeit e 
& 
A o 
> (n) log ~ a 
n=1 
verwendet wird, wegen 


tL at 1 
log (1 + | mare a O(-3) 
aus der Identitait (1) folgt»: 


x + 0(2) “Bee ze 4 + 0(v(@): el 


ze + 0 (log’x) + O (log x), 


mA. 
Q) SPM =a + o(@). 
mA. 


Das ist fiir uns hier ein neues Resultat, welches fiir sich allein 
gestattet, elementar zum Primzahlsatz weiter zu gelangen: Hs sei 
06> 0 gegeben. Dann ist nach (2) 


z+on 


PO =a + x4 o(a + 0x) 
(oral 
=x“2+ 0% + o(@), 


also, wenn (2) hieryon subtrahiert wird, 


2+dn 
De _ = 0x + o(2). 
n=xn2-+1 
‘Nun ist +d 
1 
atda Suet da) > n? 
ap (n) n=a+l1 
nw n rey 
>v@)> =; 
n=a2+1 


1) Die triviale Abschitzung 
a(n) = O(n log n) 
(statt O(n)) im zweiten und dritten Gliede der nachsten rechten Seite geniigt. 
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. 1) 
wegen. 
also ist weg mae 


> es = log (i + 6)+ o(1) 


n=e+1 
w(a)(log (1 + 6) + o(1)) < du + o(@), 
v(x + dx)(log(1 + 6) + 0(1)) > dx + o(@), 














folglich 
3) W (2) Sipe i = ee o(4) 
= ne jars o(a), 
(4) y@+ on) >peqratt 0(2), 
oder, wenn in (4) # durch + 7 5 ersetat wird, 
(6) 1@) 2pqenrest oO: 


(3) besagt 


4: w (a) é 
lim sup —, Sig to 





xZzx=o 


fiir alle 0d > 0, also wegen 





Hines ae 
j-plog(l +0) 
(6) lim sup ad; 
(5) besagt sla 
Pane) é 1 
lim inf” oe og) es 
(1) lim inf *© > 1. 








1) Dies folgt aus den Relationen (v,w ganz, w>v—1>1) 





aa w 
- Sg) = log ae 
PI, 
aoe nw w+til 


Sita co 


fiir v=[a#]-+1, w=[#+ da] mit Riicksicht auf 
[e+ dx] ~ + 6)[a], 
[w+ da] +1~(1 + 0)([e] +2). 








§ 53. Genawere Restabschitzung beim Ubergang zu (a) und #(a), 193 








Folglich ist wegen (6) und (7) 





lim — i 
also (vgl. §§ 18 und 19) 
fn 
r=. x 
lim = 4, 
4 log x 


womit der Primzahlsatz bewiesen ist. 


S.Do. 
Genauere Restabschatzung beim Ubergang zu w(«) und (x). 
ich kehre zur SchluSformel (6) des § 51 


zurtick und setze rr 
0 ay 0 (2) = = yee = 


das ist eine fiir > 1 zwischen 0 und 1 gelegene und monoton zu 
Null abnehmende Funktion. 
Aus (1) folgt, wenn (1 + 0) statt ~ geschrieben wird, 


atoz 
> A(n) log? £8" = a + dx + Of(a + dae VeeRFE®) 
n=1 


also wegen oe aa 
(x + Ox)e- Vlog (x +0 a) < Ixee- Vlogx 
ator 

- re) 1 
> A(n) log = xt+oda+ O(we- een, 


n=1 
x ; 2+on . sant 
> 40) ie > A(n) log? ~=a+0a4 O(ae- Vive=) : 
n=1 = e+ 1 
folglich, wenn (1) hiervon subtrahiert wird, wegen 


log ae — log = log (1 + 0) 








ode 


log 1 + ) > 40) + 3) 4 (72) log 92 _ da + O(ve- ET) 


Landau, Verteilung der Primzahlen. 
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Hierin ist 
EOL 


0< >) An) log* =" 
n=x“2+1 
a+do2z 3 
— aD A(n) log = + ° os 
n=ax+1 
a+oxn 
= log (1 + +8) >) A(n) 
n=x+1 
“+02 
<log (1 + > log n 
n=a+1 
a2+ox 
< log (1 + 6) > log (2) 
n=2+1 


= log (1 + 0) log (2) ([x + da] — [a}) 
< log (1 + 0) log (2”)(da + 1) 
= O(log (1 + 0) log (2%) dx) 
== O60? x logs); 
daher ergibt sich 
log (1 + > 40) = Ox + O(ae~ Vee) + O(0?x log x) 


= da + O0(0?x log x), 


da 
ea Vioge — 0 (c-2 Vez log 2) 
= 0(0? log x) 


ist. Ich schlieBe hieraus weiter: 
v(a) = >) Am) 
ir 


re) 
=igaa?t legaza he) 


r) 
~ ‘oot eee O(d a log #). 


§ 54. Ubergang von B(a) zu x(x). 195 








Nun ist 
ue a ( 





ie oa 8 logil es) 1 
mcs rae i sion fa 8s 


gs? 
é— ——_ ——— ce oe 
Ser 1 








also 
log a) ~ 1+ 00) 
{=1+00@)}; 
w(2) =a + O(0x) + O(0x log z) 
=x2-+ O(0z log x) 


das ergibt 


=x£+ O(xe> (62 log x) 
=g-+ O( ne Visa) 
was viel mehr besagt als das Ergebnis 
wa) = # + o(2) 


des vorigen Paragraphen. 
Es besagt insbesondere fiir jedes konstante q 


log? gt x 


lim “(p(x) — x) = 0. 
Von (xz) schlieBe ich fiir #(x) mit Riicksicht auf 
v(a) = #(a) + (Va) + (Va) + 
= 9(x) + O(Vx log x) 


weiter: £ 
O(x2) = a+ O(ae- Vog=) 
g 54. 
Ubergang von 9(x) zu 2(2). 
Aus 


a(a) —x4 =O (ace~ Vee) 
13* 
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ergibt sich fiir # > 2 
a(n) — O(n — 1) 
(2) 2 log 


O(n) —n— (O(n — 1) — (n — 1)) 
+> log 








7. fcr n 


1 1 1 D(x) — [x] 
Su +Som a m) tae log (n+ x) Sa log ({a] + 1) 











Po cob 
d lo n 
“fits oer one pr Oe 








at ose “Poe + O(ee-Viee2) 


n=2 





x Vz x 
= line ah 0 f ePee« du + 0 fe Vee du +0 (we- Ve 2) 
/ ~ 


13—— = —— 
~fixs + O(Va-1) + O(weVeev)) + 0(we'V8*) 
Ze 13, 
d i3— Viegz 
—fiogut O(ze He ™") 


— [2 4.0 (vee) 


Damit ist fiir jedes q bewiesen, daf 
. log? w 
im" (_(e)— ft) —0 


ist, und nun hat der Leser alle in § 10 der Hinleitung daraus ge- 
zogenen Folgerungen in seinen Besitz gebracht, insbesondere die Kette 
der Relationen 


(a) = bse * a0 (og 3), 


x 
(a) = rs ie ey £ ate (ols 


§ 55. Uber ey a 1 und > F(p) allgemein. 197 


psx psa? psx 








(a) = on a5 ieee x ae) ne =) 


x 2a ao 
a(%) = coe re log? ts log? a ak (Tesra) 





usw. 


Dreizehntes Kapitel. 


Folgerungen aus dem Primzahlsatz und den schirferen Rela- 
tionen tiber +(x), 


f 


$ BD. 


Uber “2, >; und >’ F(p) allgemein. 


pir psx pra 


4 


Ich will nun eine Reihe von weiteren, in der Hinleitung noch 
nicht erwihnten Folgerungen aus dem Primzahlsatz und seiner ge- 
naueren Fassung ziehen und beginne mit einer Verscharfung der in 
§ 26 und § 28 elementar hergeleiteten Relationen tiber 


S) log p 
p 


psx 


1 
ae 


psx 


und 


die damals lauteten: 


> =logx + O(1) 


psx 


ia loglogaz + B+ O lees 


psx 


und 


hierin war nach § 36 


f= 0-35 a mp™ 


Es ist nun 


198 XIII. Folgerungen aus dem Primzahlsatz und den schirferen Relationen. 


log p O(n) — ides 1) 
Ee -> 
i>: ips Arte asta te 


n=2 


~ioge+0-14-0(2) + Po (ne PH) (L— L+H of 2) 


| loge +C—54+ 0(7 )+o of 


Hierin ist wegen 














Me ‘ 2) (‘Ves *) 








2 
tila o( : ) 
ae n log? 


z —'Viog x 
Sole) 


n=2 


die Reihe 





konvergent; genauer ist, wenn die Summe mit J bezeichnet wird, 


2. Viogn fp, — ‘Vlog u 


n=2 





=D+0 e- Ve dv 


loga 


= D+ Ofe-V e-V dv 


loga 
= D+0 (e-Vioe2[e—Ve gy) 
log x 
= D+ O(c- Vee). 
daraus ergibt sich 
log p aT Oa 
Dem ew B40 le eel 
psa 
also fiir alle g 


(1) > = = Tae + H+ 0 (og? aE 


psa 


199 











§ 55. ae = a a und = F*(p) allgemein. 
Der Wert der Reina E ist leicht darzustellen. Es ist fiir 

zu 1 abnehmendes s nach § 43 | 

log p A 

eer pms -> 
p,m n= 
bipe Aw) 
5 (8) 
1 
Se eS) 
und 
1 
De 0 
nm=1 
r rea C+ és, a) 
wo 
a ue e(s}='Q 
und 
lim € (s) = O 
s=1 
ist; daher ist 
: . AKG) — Lome ’ 
aaa Pe 

w=H=1 


Nach (1) und mit Riicksicht auf 
log p log p 
ap ame te) 


p,m 
psa 
m= 2 





logz + C+ o(1) 


nebst 
ee 
Nn 
n=t 
x 
log p -> 1 
p™ n 
(oN 








ist 
A(n) —1 log p 
ue Pie tS) 
=a. p,m 
ey 
log p 
aleeet HOt D pie, Pee 


poy to 


SHAO Det 
2 p 
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d. h. es ist die Reihe 


SAM —1_ gy ee 
SS) nm ae Ee bree 
p 


nm=1 


konvergent. Nach dem Stetigkeitssatz Dirichletscher Reihen ist also 


1 
ot OO celia °+ 290-1 


= Ties si 


also fiir alle q infolge (1) 


idler se cot = 2 weet +. ogra) 


psx 











was sich wegen 


> log p ->2 logp os log n 
p(p — 1) pe—i)* ne 
p r= 


psa 





auch so schreiben 1laBt: 


pee - logz—C+0 eae =): 


psx 


Es ist sehr interessant, daB die beiden Grenzwerte 
lim (> — log x) 
a oa n=1 
‘ log p 
lim (log x =e se") 


2% =00 
psx 


~und 


denselben Wert haben. 


Fiir 
pao 


eet sich 


> =>". n cen = 


psx 





Wog n 1 1 oe ee") 
- Site t 0 paid °") (ea eee x log a 


n= 2 
‘Yiog n 


pe ee + O(ugs)t 30 of eae oe yee 


§ 55. Uber Pare a> und a allgemein. 901 


ps zx 








also nach der obigen Rechnung 
= loglogz + B+ O (c- Viee=) 


=loglogr + B+ O (ca =) 
fiir alle gq. 
Ebenso behandelt man allgemein eine Summe von der Gestalt 


= F(p), 


wo die Funktion /F’(w) fiir alle w > 2 so definiert ist oder definiert 
werden kann, daB sie z. B. folgende Bedingungen erfiillt: 
Fw 
log wu 
> 2 angenommen werde, positiy, niemals zunehmend und hat fiir 


= co gen Limes 0. 


2, f EO dy 
log wu 





ist von einer gewissen Stelle » an, welche ganz und 





divergiert. 
ay 
"P Te Sey acge) 
(2) log u we ev du 
Y 
konvergiert. 


Alsdann ergibt sich namlich, wenn # von Anfang an >» an- 
genommen wird, 


SFO) - SFO) + SFO 


psx 





—>'F(»)+ Sew O(n — Wier 


p<y 
# Cees 
Fo) yo) (RM) FO $3) @ a) 
= 44 SEO 4 Solne ee ) Gece fa) t O log « 
r= Y r= Y 


Hierin ist 











i 
A,+ ee Fw ra a 0(Te) 


Ferner ist nach der vorausgesetzten Konvergenz des Integrals (2), 
dessen Integrand positiv ist und niemals zunimmt, 


log n 
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(3) : lim we- ‘View ie Zo 
Nach der Identitaét (w >v > 2; w,v ganz) 
ogn F'(n) E'(n + 1) F'(n) Viegx sy ai Bare 
Soe Viog bees log (n + ee SEM ne g (n le ) 


aay. eee a 
ceo log EG —l)e Viog (@—1) __ log (w + 1) We Vi & 


und mit Riicksicht auf ; 
1s ey Fane nae d 1 
ne- Viegn wa S (n ec ier Vlog (n—1) nee Vrog«) dy 


n—-1 
n 


15 
= o> Vilogu __ ne pie a en Nia. 
& logit? u 
1 


sowie (3) ist 





= We) (Fn)  F@ti)\ _ 
> Olne a Here igen) = = 


konvergent und 
: ee 


x Le F(n) Fn+1) = Viogz Fg x) 
DOlne rE ) (ee — RO) + 0(* log x got 


n=y 


ee ——(F(n) F(n+1) e~ Viesz pr (2) 
= A, + ne Viog ee 28 eu + o(™ ee ) 














n=x+1 


eee 02M, Vion 4 O(a ie -‘Vo=) 
n=2H+1 


1) In der Tat ist unter jenen Annahmen, wenn G (uv) den Integranden be- 
zeichnet, fiir w>2y 


Uu 


foa S +E u), 


OB 
also r 
lim wG(u) = 0. 


u=o 


§ 56. Uber Summen der Gestalt > Fin, 2). 203 


psx 








ne 13 F ft ee Phin’ 
ee A, + of ieee Viog u du + O (joe nme- Vive? e—Vioe=) 
~4, +0 fe FW) ¢— "Voge ¢~"Vioee du + 0 (e~¥ioe) 


et O| «Wes fede reas aw + O(e-Viee) 


= A, + O(e-Ves) , 
Daher ergibt sich 
> Fe) [Beans 4 Ay + O(e-Voee) | 


e222 





In unseren obigen zwei Fallen war 


E(t) = = : 
und 


E(u) = — 


§ 56. 
Uber Summen der Gestalt 23 > (py, x). 


Allein unter Benutzung des Priatlatices d. h. von 
O(4) ~ x 
(ohne die genauere Restabschatzung) soll nunmehr zum Zwecke 
einiger Anwendungen (bei denen es mir nur auf die Hrmittelung der 
héchsten Glieder ankommt) der Satz bewiesen werden: 

Satz: H(w, x) sei eine Funktion der zwei reellen Argu- 
mente w und z, wo 2<u<@ ist, mit folgenden Higen- 
schaften: 

1. £(u;, 2) = 0, 

2. Bei festem xz >2 nimmt 

E(u, 2) 
log w 





yon u=2 an bis u=—-2 mit wachsendem w niemals zu. 
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oss Aste 


F'(u, 2) 
F(2, 2) = if ace du 
2 


> Fp, 2) ~ ~ [ie 


psx 





Dann ist 


Beweis: Es werde 


O(a) =a + xe(x) 
e(x) = o(1) 


gesetzt, wo also 


ist. Dann ist fir 7 >2 


a(n) —F(n—1 
SFo® -> Oe” E(u, 2) 


PEED 


: 1 See ee 


“1 Fin, ‘&) Fn, x) F(m-+1, 2) F'(2, x) F(x], x) 
Ps J. logn Sue logn ee log 2 +[#Je(Lz]) log[a] 

















n=2 


Nach den Voraussetzungen ist 


v x x 

NF, 2), FQ,2) [| Fu, x) F'(u, x) 

log n log2 6) logu are log u du 
2 2 





n=2 
Nach Annahme von 0 > 0 ist fiir alle wu > o = w(0) 
je(u)| <9, 
also fiir 7 >2,%2>0+1 


| #2—1 

F'(n, x) _ Fa+1,2) F(a], 1 
> ne(0)(“pen — Toga en) + lela) iets) 
| n= 











¢ aire Fi(n,x)  F(n+1, 2) F(a, 
> ets 2)) 7 Palins. ie log (n + 1) 5) an dx ick 


nrn=W 


E'(n, 2) 
5S are + OF, «)) 


n=W 


Fu, 3 
= 6 [nga deo +0 "Pu ae dus 
2 
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da dies fiir jedes 0 > 0 gilt, ist 
2-1 
F(nz)  Fam+1,2) F({«], a) E(u, £) 
Ze nete)| log” log (n + s) + [#]e ([2}) log [a] of logu at 
Daher ergibt sich 
> Fe, x) = Fe ey de + 0 fe = ay 


psu 
F'(u, x) 
_ Sec du 


Hiervon mache ich folgonda Anwendungen: 

I. Die Anzahl z,(”) der Zahlen bis x, welche aus zwei ver- 
schiedenen Primfaktoren zusammengesetzt cee ist gleich der halben 
Anzahl] der Lésungen von 
(1) YS, 














wie behauptet. 


wo p,q verschiedene Primzahlen sind. Also ist offenbar 


22, (x) Spat 4 — x(Vx); 


psx 


ist die Anzahl der Primzahllésungspaare von (1), wobei nicht p+ 4 
vorgeschrieben ist, a(Vx) die Anzahl der Lisungspaare, wo p = q ist. 


Das gibt 
(2) 2a,(0) = Dia (5) + Oe) 
Auf sa 

F (yg, «) =x (=) 


passen. offenbar die Voraussetzungen des vorigen Satzes. Denn 
1. Es ist stets fir 2<u<a@ 


=(7) 20. 
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2. Bei festem w nimmt a(<) , also a fortiori 


ha) 








eer 
mit wachsendem wu > 2 niemals zu. 
3. Es ist 
x 
a Fu, x) 
x (5) of log u du, 
2 


d. h, 





a ey oe 
x a (=) 
logx of log u au, 
2 


wie sich zugleich mit der weiterhin erforderlichen asymptotischen Ab- 


schitzung von 
x 


x (“) 
(v 7) Wiens 
ee) du = el Ey fy, 
log wu log u 


= a 





ergeben wird. 
Es ist 


x ss S 2 eS 
ee ey Pas 
u U 
yh log w ae -f- log u ae 


z 2 





x 


2 
fans ™ (v) dv 
log a —logv v* 
2 


Nach Annahme von 6 > 0 ist fiir v > = @/(0) 





tl v 
;: |= (0) — {oa 9 
also fiir 7 > 2a 
| 


| 

| ; : 
mv) dv logy _— dv 

eS ye lene pe 


| w w rs 


x 


1] 8 


v 
logv dv 
logx—logv v? 





Son kul 
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loga—logv v? 


Reet psx 
x x ; x 
Be hs 2 5 | 2 ¥ 
x (v) dv log v dv logv 
Twat v = fetta vw KK of ee ro + Olea) 
2 2 2 
wegen 
¥ x 
2 v : legacies 
ey Tepee Node. dw 
loga—logv v? w (log x — w) 
2 log? 
logz— log? 
be 1 1 
~ log a, = + a dw 
ee «< 
= toga (log (loga — log2) — 108 fog? — log log2 + log(loga — log2)} 
2 log log x 
log x 
ist daher fiir alle hinreichend groBen x 
x 
| ry 
| x(o) dv 
log « —logv v? 
ies eS pene ee Se) 
logv dv 
logx—logv v? 
== 2.0, 
aati. 
x x 
5D 2 ” 
af Togo dv 
2 


x (Vv) ae Me a 
log « — logv vy? 


2 log log x 
log x 


ee 
i ‘a 5 2x log log a | 
Togu 94 Toga 


2 


'] 
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Nach dem vorher bewiesenen Satz und der Identitat (2) ist also 


* glog log x 
(2) eee: 


Il. Es sei ebenso z,(”) als die Anzahl der quadratfreien Zahlen 
<a definiert, welche aus v Primfaktoren zusammengesetzt sind. Dann 
behaupte ich, dais 


1 a (log log x)”—* 


(at) ~ (v — 1)! log z 





ist, und werde es durch vollstiindige Induktion beweisen; ftir v = 1 
ist es ja der Primzahlsatz und fiir v = 2 soeben schon festgestellt. Hs 


sei fiir 1,2,---,»(v > 2) wahr und soll fiir » + 1 bewiesen werden. 
Es ist offenbar, wenn die Anzahl der Lésungen von 
PQSE 


abgezahlt wird, wo @ eine beliebige quadratfreie aus » Primfaktoren 
zusammengesetzte Zahl bezeichnet, diese Anzahl einerseits 


2 (5): 


psx 


=(y + 1)a,41(%) + 9@), 


wo g(a) die Anzahl der Zahlen <x ist, welche » — 1 Primzahlen je 
einmal und eine genau zweimal puitates Fiir g(x) ergibt sich 


JQ) 0> x, ate) 
on 


0a (3 


xv 


2H 10 (log log a)"~? 


andererseits 


also wegen 
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psx 
ve Ve $ 
ail 1 1 Peat 
n® log, as i ogee i > n* log 2 
ee ‘ ce Ve n=Ve+ 
1 1 
Oleh OCs) 
1 
F Ores) 
log log x)’ ~? 
ga) — 0(2ere2"—) 
= o(x, (ar)); 
daher ist 
Ot Da u@~) %, fae 
. PSr, 


N: ach dem allgemeinen Satz am Anfang dieses Paragraphen, 
dessen dfitte Voraussetzung durch das im Verlaufe des Folgenden sich 
ergebende Resultat 


2 x 
Peale) 
x (log log x) i ip Cia 
3 





log x log u* 


auch gerechtfertigt wird, ist also 


x 


(7) 
W 
(v + 1m, (2) ~ di ieee 


2 











13 
2 
ety) dv 
(3) oo of log x—logv v? 
2 
g 
v (log log oy? dv 1) 





Oath (v—1)!logv (logx—logv) v?’ 
1) Diese asymptotische Gleichung ist wie oben beim Problem I. zu recht- 
fertigen: Wenn 0 > 0 gegeben ist, so ist fiir v>0 = (0) 





v(log log v)”—1 | v (log log v)¥—14 
ae) (vy—1)! logy ay j 
v (log log v)"— 








also der beim Ersatze yon x,(v) durch ra tapegral yen 3) gemachte 


1] 
Fehler absolut genommen re LOY 


ro] & 





v (log log wv)” ‘dv 
le 


— 1)! log v (log a — log v) v?’ 


BO ae 


Landau, Verteilung der Primzahlen. 14 
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ax 


; 2 
@ = Die tz,.1@). f) op loge ide 
: a ~~ Y) vlog v (log # — log v) 





























cs 
2 
loga—log2 ; 
log” *wdw. 
J wioga — w) 
log2 
loga—1 
_ [ ost twdw — 
w (log # — w) loga 
loga—1 logx—1 
ioe lee 1 log”— tw eae log «)"~ -). 
Stlogz J ww oo Penh dw + O loga 
I i 
Hierin ist das erste Integral 
loga—1 5 
log” = 40 1 A 
ft yo aw = = (log log x — 1)) 
: 1 
~ — (log log x) 
und das zweite Integral 
logx 
logx—1 ee loga—1 
Jog’ tw Hip Jog? tw dw + log’ tw die 
log 2 —w log  — w log «—w 
1 1 log2 
2 
: loga—1 
2 (log log x)" ~ vor dw 
sane (loge Woke log rs log (log « ae: 5 log) log x — w? 
loge 
wo ; 
0<@<1l 
ist, also wegen 
(2) 
log’? (log # — | log %) ~ (log log x)” ~* 
nebst 
loga—1 4 log x 
dw =, loge — 2 
log @ — w — Slog x — (log x — 1) 
log x 
=e 
~ log log 
loga—1 
lo 


ee - dw ~ (log “ Oe 
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Zusammengenommen erhalte ich also 








@—NO+)y@ e ey 1) (log log a)” 


a lo See 


1 «(log log x)” 
Ty 41 (@) ~ mat loga ” 








was zu beweisen war. 
IL. Es sei 9,(#) die Anzahl der Zahlen < z, welche durch genau 
v verschiedene Primzahlen teilbar sind, wobei jede in beliebiger Viel- 
fachheit auftreten darf. Ich behaupte, daB 
1 a«(logloga)— 
() 0,() ~ Pee 


(vy — 1)! log & 





ist, also denselben asymptotischen Wert hat als z,(z). 

Hs sei 6,(%) die Anzahl der Zahlen < z, welche aus » Prim- 
faktoren bestehen, wobei mehrfache Praatakiorcn in ihrer Vielfach- 
heit gezahlt ck SY Ich behaupte, daB auch 
3 < 1 x (log log x)”~1 
(9) 6,(¢) ~ Gay one 
ist. 





(4) und (5) beweise ich gleichzeitig durch vollstindige Induktion. 
Fiir »v =1 sind die Behauptungen wahr, da 


6,(%) = x(2) 
= 1, (2) 
0, («) = x(a) + 2(Yar) + (Vx) +--- 
~ x(2) 
= 1, (x) 
ist. Hs seien (4) und (5) bis zu v bewiesen. Dann ergeben sich 


diese beiden Relationen fiir v + 1 folgendermafen. 
1. Es enthalt jede aus vy + 1 Primfaktoren bestehende Zahl, wenn 


und 


diese nicht alle verschieden sind, 1 oder 2--- oder » verschiedene 


Primfaktoren; daher ist 
O< Cys 1) os Ty 4 1 (&) 
< 0, (@) + o9(#) +--+ + 0,{#) 


= = O(j5) 4 o (ee) Eg es ee) 


log « log 
; (log log = 
og x 


—— 0(2, 41), 








14* 
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also 
Gret (a) De (a) 


1 a (log log x)” 


v} log x 





2. Jede der 0,,,(v) Zahlen, welche durch genau v + 1 verschie- 
dene Primzahlen teilbar sind, enthilt entweder jede in der ersten 
Potenz (ist also bei z,,,(#) beriicksichtigt) oder sie hat die Gestalt 
ptr, wo « > 2 ist und y durch genau v verschiedene Primzahlen teil- 
bar ist. Die Lésungszahl von 


bei festem 7, wenn obendrein die Primfaktoren von r auch noch fiir p 


zulassig sind, ist es ate 
Ve) tre ae 
- (V2), 


und es ist natiirlich eine absolute Konstante A derart vorhanden, daB 
fiir jedes x >1 nebst jedem r< a 


(V2) +2()+~-<aV/s 


ist. Daher ergibt sich 


0 se Oy 4.1 (#) pits a hth) 
SS Wess 
=° es at 
wo r alle seine Werte durchliuft, deren Anzahl 
o(e& (log log x)v— ‘ 


0, (2) = 
ist. Also ist fiir x peaas 


@ (nm) — Ob) 
ee aps ute, a 


— 1 n=1 
@, (2) 
-> (9) Ga yeni h Viel tt 
- £0 Montene 1 Re 0(¥ pate ee) 
. gx 


n=38 n2 
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a 0 Pace eran nied ame 





V u log u log « 
{34 du Y a (log log x)”- ‘). 
log] ig PASS es o( 
= 0(( 43 2) ) Vu log oa, as log x 
Hierin ist 
x Vx 
du vav 


wlogu e) vlogy 
J) Vu Be 


Va 
dv 

log v 

Se 


, STAC OE 


dies liefert 
ae x (log log x)”~ -) 
Dae log x ? 


eS 





folglich 


R log | are 
1210) —™,41(2) — 0 FRE) 
ize 0(x,,4(2)), 


0, 41(@) © %41(@) 
1 & (log log x)" 
ee iene log x : 





§ D7; 
Die nte Primzahl p,. 


Schon in § 4 war hervorgehoben, daB mit dem Primzahlsatz fiir 
alle ¢ >O die Gleichung 
lim (x((1 + «)”) — x(a)) = &,. 
also Ge: 
lim =*4 et 


n=o n 


bewiesen ist. 
Ich behaupte genauer den 
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Satz: 


hm ora. = 1 
naw 110g n 
Die nte Primzahl ist also asymptotisch gleich nlogn. 
Beweis: Aus: 
lim ™@) 82 _ 4 : 
folgt, wenn p, fiir 7 eingesetzt wird, bei ganzzahlig ins Unendliche 
wachsendem wegen 





a (p,) = 0 
(1) lim n woe = 


n 


also 
lim (log ” + log log p, — log p,,) = 0. 


A fortiori ergibt sich, wenn die GréBe unter dem Limeszeichen durch 
log p, dividiert wird, 


: iT log lo 
ee ( og n vs 6108? see ih 
n=0o\logp, _— log, 





und, da 
se log log p, be 
om naat ORD 
Ist, 
ee 
(2) lim 28" = 1, 
ne OED. 





n=O n 

; Pp 

lim —*— =], 
n=0% log n 


wie behauptet. 
Aus 


folgt ebenso 


at ea A (ek), 


log? n 
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Q fi. i 
(3) Dp, =n (1 +.0 = )) log p,; 
wegen 
lim Be i 1 
wens: ina n 
ist 


log p, = logn + log log n + o0(1) 


= togn(-+ $2 +08), 


also, wenn dies in (3) eingesetzt wird, 








log log 


p,—n(1 + O( 5) )logn (4 + RE" + 0 (Gt) 


4 log] 
=nlogn (1 - eae +0 les a) 





=n (logn + loglogn + O(1)). 
Diese Rechnung kann man unter Benutzung der weiteren Werte 
von g in 
. (q—1)'e 2 
u(x) = mae us eas eer log? « + O fee 


fortfiihren, was keine Schwierigkeiten macht, sondern nur zu kompli- 
zierten Reihen von Zahlenkoeffizienten fiihrt, deren Rekursionsformeln 


man aufstellen kann. 








§ 58, 


Verteilung der Primzahlen bis 2x auf die zwei Halften 
des Intervalls. 


Eine alte Frage bestand darin, ob es zwischen 1 und 2 (inkl.) 
oder zwischen # (exkl.) und 2,(inkl.) mehr Primzahlen gibt, mit der 
Vermutung, da die erstere Zahl fiir alle hinreichend grofen « 
iiberwiegt. Diese Fragestellung verrét schon griindliche Kenntnis 
der Primzahlverteilung. Denn die beiden in Betracht kommenden 
Anzahlen x(x) und 2(2x) — a(x) sind nach dem Primzahlsatz asym- 
ptotisch gleich, da 


x x 
AD eta ge? poe 
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22 D x x 
a(22) Scales oe log (2 x) is ce a) log x ge ie. :) 
22 x 2x 
~ log 2 “ed ee. ~ log « 





a ay ) 
a log a ¢ & x 


ist. Erst schiirfere Siitze als der Primzahlsatz konnten die Lésung 
des Problems liefern. 


Aus 


a 
log x 





m (2) = - oa x 1? fee 3) 


folot nun in der Tat 
(x (2x”) — x(x)) — x(a) = x(2a) — 22 (2) 
22 2a x 2x 2x 
~ log a + log 2 rp (log a + log 2)? ne! ee =) logx log? x 
2 2log 2-2 
“loga log?x 





22 2x 2a x 
by log? loge  log?x hs faa 





2log2-a x 
ma mrs ire 


lim (a 2a) — 2a(”)) =— ~, 





womit entschieden ist, da von einer gewissen Stelle a an das Tnter- 
vall (1:--«) mehr Primzahlen enthilt als das Intervall (x --+ 22). 


S°D9.— 


Anwendung der Primzahltheorie auf den Verlauf der 
Funktion ¢ (x). 


Fiir die Eulersche Funktion ganzzahligen positiven Argumentes 
g(x), welche die Anzahl der bis « gelegenen, zu « teilerfremden po- - 
sitiven ganzen Zahlen bezeichnet, 1aBt sich, was die obere Abschitzung 
der GréSenordnung anbetrifft, offenbar nichts genaueres als 


p(x) = O(a) 
und 
lim sup es =" 


aussagen; denn es ist immer wieder einmal — nimlich fiir Primzahlen — 


p(x) = 2% — 1. 
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Durch Anwendung der Primzahltheorie, bereits in dem elementar 
erhaltenen Umfange, laBt sich m(#) auch nach unten mit einer ele- 
mentaren Funktion positiven Argumentes in Verbindung bringen, 


dureh den 
Satz: Es ist 


lim inf ee a 
nay log log « 


wo C die Kulersche Konstante bezeichnet. 
Beweis: 1. Ich behaupte, daB es zu jedem 0 >0 und jedem & 
ein « = «(0,§) >& derart gibt, da 


p(x) << (1 + djen? 





log nae 
‘ist. 

Ich verstehe niimlich unter g bet noch mu bestimmendem nm das 
Produkt fer | n ersten Primzahlen 


L = DPiP,-°* Py 


se LT p,5 


dann ist 


see e(e)=2][ (1-5); 

Te ee 

also nach der Schlu8formel des § 36 fiir grofe n, d. h. fiir in unserer 
Zahlenfolge unendlich wachsendes 


, . e 
ga)~4 logp ” 
Wie hangt nun 





log x -> log py 
e=1 


= 9(p,) 
a oy), 
‘also fiir alle in Betracht kommenden 2 (= 2, 6,.30, 210,---) bei pas- 
sender Wahl zweier positiver Konstanten @ und f nach § 18 
aloga<y< Ploga, 
log a + loglog x < logy < log B + log log a, 


yon a ab? Ks ist 
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folglich 
log log a ~ logy. 


Also ist fiir jene speziellen x 
360, 
p(w PS: ane ieee 


d. h. nach Annahme von 0 > 0 und é fiir ein x= %(0,&) >& 


9 @) <A + Neate 


2. Ich behaupte, daB es zu jedem 0 >0 ein & = 6(9) derart 
gibt, da® fiir alle v>& 


p(a) > (1 —dyer® 


ist; 0 darf <1 angenommen werden. 
Hs sei, in Primfaktoren zerlegt, 


w« — [[p’- 
StL ae): 


pla 


sacha 
log log x 


Dann ist 


Dies Produkt zerlege ich in zwei Teile: 


© -TT0-)IT0-2) 


pslogz p>log x 
p\@ pix 


Slelils 


Unter II, bzw. II, ist nattirlich 1 zu verstehen, falls 2 keinen Prim- 
faktor <logaw baw. > log# enthiilt. 
Fiir I, ergibt sich 


TEaliG, 


pSlog x 


a A 
log log’ ; 


mH 


also von einer gewissen Stelle an 


tO gee 
I> ; 
log log w 


1 — 
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Fiir TH, ergibt sich, wenn y = y(a) seine Faktorenzahl bezeichnet, 





LaXy 
| Jal 
Nun ist fir >3 i 
£ 0 
y= 9(#) = ate 
da das Produkt von mehr als log ees - oberhalb log x gelegenen Zahlen 
logz 


as. (log wos log —@ 


ist. Fir x > 3 ist also 
log x 

[= 7 ae logx 

log « 

ee 1 
== rs rie (1 seal 
Sf 1 
Rane “Olige ues} 
y) 


folglich von einem gewissen xv an 


Fiir alle « > & = (0) ist also 


ee —[f, jab 


oe 1— do Cas (1-5) 








7 0 log log x 
nite 
- 
=i as! rey 
= Be 
p(x) > (1 ape Girione? 


womit der Satz vollstindig bewiesen ist. 


§ 60. 
Anwendung auf den Verlauf der Teilerzahl 1(x). 


Wenn t(z) die Anzahl der ganzen positiven Teiler der ganzen 


positiven Zahl w ist, so ist — umgekehrt wie bei gy(#) — nach. 
unten die Abschitzung trivial, da immer wieder einmal — fiir Prim- 
zahlen — «(x)= 2 


ist. Nach oben gilt nun der 
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Satz: Es ist ete os se) ae 
— ioe pee 
d. h. 1. fiir ein zu 0 > 0, €>0 passend wihlbares a = 2(0,&) >& 
1 (a) = ou ies : 


2. fir ein zu 6>0 passend wihlbares £=£(d) und alle 
ganzen x >& 





(ied oe 


1 (2) a a loglog x ‘ 
«= [[p'? 


p\« 
(a) = [1% + 0). 
p\|x 


{. Es sei nun speziell 2 das Produkt der » ersten Primzahlen: 


Beweis: Fiir 


ist bekanntlich 





% = WL ee ‘Pr 
also fiir < 
Ys D, 
log x = &(y) 
~Y 
n = (Pp) 
= ay). 
Dann ist ) 
T(x) = a's 
log r(x) = nlog 2 
los 2” 
log 2 lege 
log 
~ log B Aas tage 


also nach Annahme von 0 > 0 fiir unendlich viele unserer speziellen x 


log x 
loglog x 





r(a) > 2°” 


2. Hs sei 0 >0 gegeben; wir wihlen <« und 7 so, daf 
OLe<o 


und 


Oars 
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ist. Es sei « irgend eine ganze Zahl >3. Hs werde zur Abktirzung 
log 2 
o = o(%) = (1+ Tealose 


2 = Q(x) = (logx)'-" 





und 


gesetzt. Wegen 


(Ee mye le ath a 8) 























Sel 
ist 
Q* — ed —n)(1+e)log2 
Ee 
Es ist 
T(z) “Het 1); 
p|x 
Oe jae IT The 
SY ee oe pe” 
pe Vy +1 yy, +1 
Bees p! @ Bes pe 
p\« pix 
| = II, Ih. 
In I], ist, da fir alle vy>1 
v if < A 
9” == 
ist, jeder Faktor 
Cia ae re ge 
pr gr 
oe +1 
ee 
bd = 1 ; 
~ also ist 
ie oe 
ITI, hat héchstens 
; i lena ta ee 
(1 — n) log log x 
Faktoren; jeder Faktor ist 
. ese 
== Ne a 
Vv 
Psfor a) 
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daher ist, weil . 4 











jue 
bei festem o das Maximum 
ew log 2? 
(bei ese 
w= lde2? 
Wurzel von 
Gee a wW 
~ du oe 
1 uo log 2 
gue 2 gue ) 
hat, jeder Faktor 
hee 
< ew log 2 ? 


folglich ist 
log II, < log ( ters pas 1) x(2) 


(log x)*~” 


~ log log log x Ae-wloelsed 


5 log x ) 
“aH Olas ee d 


also von einem gewissen # an 
log r(x) = wloga + oa + log IZ, 


< (1+ ¢) log 2,— + (0d — e)log2 








log x 
log log x 





tag ce 
log x 
=(1+4+0) log 2 feces” 


log a 


caine : 


x(a) < 2° 


was zu beweisen war. 


§ 61. 


Anwendung auf die Maximalordnung der Permutationen 
gegebenen Grades. 


Dieser Paragraph ist nur fiir solehe Leser bestimmt, welche die 
betreffenden algebraischen Vorkenntnisse haben. 

Die Ordnung einer Permutation nten Grades, d. h. der Exponent 
der niedrigsten Potenz einer Permutation von m Elementen, welche 
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gleich der identischen Permutation ist; ergibt sich bekanntlich auf 
folgendem Wege aus der Zerlegung in Zyklen ohne gemeinsame 
Elemente. Da die Ordnung einer zyklischen Permutation gleich der 
Anzahl der Elemente des Zyklus ist, ist die Ordnung einer beliebigen 
Permutation gleich dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Glieder- 
zahlen der Zyklen. Fragt man also nach derjenigen Permutation 
(oder denjenigen Permutationen) von m Elementen, deren Ordnung 
moglichst gro ist, anders ausgedriickt, nach‘der Maximalordnung der 
zyklischen Untergruppen der symmetrischen Gruppe von » Elementen, 
so hat man zu untersuchen, welches bei allen Zerlegungen der Zahl n 
in positive Summanden 
N= A, +--+ + Ao 


der gréBte Wert des kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Summan- 
den ist. b iar A SE 

Das'Maximum des kleinsten gemeinsamen Vielfachen von a,, dy, 
“++, @ bei allen méglichen Zerlegungen von m in 9 = 1, 2, ---, m po- 
sitive Summanden werde mit f() bezeichnet. Fir die ersten Werte 
von » findet man 


f(2) =2, 
f(A) Pte 
(6) ahs 
f(D) = 12, 
Die entsprechenden Zerlegungen sind 
1=1, 
2= 2, 
3= 3, 
4—4, 
5 =2 + 3, 
6=1+2+43 oder 6=6, 
7=3-+4, : 


ais wigs Hee es, 18) 


Hier sieht man schon, daB dem Maximum f(m) nicht notwendig eine 
einzige Zerlegung entspricht. Unter den méglicherweise vorhandenen 
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verschiedenen Darstellungen von » als Summe von Zahlen, deren 
kleinstes gemeinsames Vielfaches f(m) ist, laBt sich aber auf folgen- 
dem Wege eine kanonische Darstellung hervorheben. Ist fiir 


N= My, + es+ +A 
das Maximum /(n) erreicht und ist einer der Summanden a in zwei 
teilerfremde Faktoren b > 1, ¢ > 1 zerlegbar: 
a= be, 


so bleibt das kleinste gemeinsame Vielfache aller Summanden un- 
geindert, indem man an Stelle von a schreibt 


Nema ae os ee ae ca ye 
wo die Anzahl be — (b+ ce) der Hinsen wegen 
be— (b+ 6) =(b—1)(e—1)—-1 
>1-1-1 
= 


stets positiv ist. f() ist also auch bei einer passend gewihlten Dar- 
stellung von » als Summe von Hinsen und Primzahlpotenzen erreich- 
bar, wobei Primzahlen zu den Primzahlpotenzen gerechnet werden; 
von den Potenzen jeder Primzahl braucht nur eine, die gréBte vor- 
kommende, beibehalten zu werden, wihrend die anderen ohne Ver- 
minderung des kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Summanden durch 
lauter Hinsen ersetzbar sind. 
f(m) ist daher auch bei einer Darstellung 


n=Sp+14+14---4+1 


erreichbar, wie jede Primzahl héchstens als Basis einer Potenz vor- 
kommt und die Anzahl der Hinsen > 0 ist; es ist alsdann 


f(n) = LT". 
Diese Zerlegung von n ist nun (abgesehen von der Reihenfolge der 
Faktoren) eindeutig, da ja das System der Primzahlpotenzen jp” ein- 
deutig durch f(n) bestimmt ist. 

Das Problem ist also auf folgende Form gebracht. Es soll das 
Maximum f(z) der Funktion JZp” berechnet werden, wo die p” ein 
System von zu je zweien teilerfremden Primzahlpotenzen bilden, deren 
Summe nicht gréBer als die ganze Zahl « ist: 


ABvee 
IT p” = Maximum. 
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Bei der unregelmiBigen Verteilung der Primzahlen kann natiir- 
lich nicht verlangt werden, f(x) explizit durch # auszudriicken; es 
handelt sich nur um den Vergleich fiir 7 = co mit elementaren Funk- 
tionen. Wenn noch 

log f(x) = 9(@) 


gesetzt wird, so besteht der 


Satz: g (a) = 1. 


lm — 
z=0 Vxlogx 


Beweis: Hs ist offenbar hinreichend, zweierlei zu beweisen: 

1. Wenn von Anfang an méglichst viele Primzahlen genommen 
werden, so daf ihre Summe 2 nicht iibersteigt, d. h, wenn y = y(x) 
die gréBte ganze Zahl ist, bei der 


IP Ex, 
Day. e 
ist, so ist/nach Annahme von 60> 0 fir alle hinreichend grofen 
a (4 >& = §(0) 
— ) Slogp > (1 — 0) Valogz. 
psy 


2. Nach Annahme von 6 > 0 gibt es ein & = &(0), so daf fiir 
alle « >€ und jede Zerlegung 
a= Sp’ +14---41 
| Stog (v7) <1 + ¢) Valog = 
DT ‘ak bedoaks 1, daB i. 
me x 
lim inf arr eek 





=o wlog a — 
ist, 2., daB 
is lim sup nes ae 


n=0 z log « .— 
ist, also beides zusammen, dab 


ya See aT 
eee Va log « 





ist. 


tin 
2p soe, 


psy 


(1) Pt 


psyttl 
geniigt die eindeutig bestimmte ganze Zahl y von einem gewissen # an 
der Relation fare 
y> (1 — 3) Va loga. 


Landau, Verteilung der Primzahlen. 15 
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Denn es ist! 


>p =S (a = ie —1))n 


psz 


= 2(n) (n — + 1) + #2) (lz] + YD) 


te ~=(n) +(e) ((e] + 0), 


also wegen 


z 


a(n) ~ J logu 2 


w= i 


9 


2 2° 1 JE, 
= —_ ; U 
2 log z 2 log 2 iP tf ists 

2 
g? 


z 
~ 2 log z +9 («recy 


2 
a 


pp g? 
Flee For 9 Can, 





gt 
a a ak 
Pee TT 2 log z A ig? 
roe 
~ Mloge”? 


fiir 
e=(1—$)Veloge+1 


ist also, O<. 0 < 2 vorausgesetzt,”) 





5\2 
(1-5) x log x 
Sp = 
—! log x 
PSs 
é\2 
= (las) 
<a, 


1) F(w) = uw gehort nicht zu den in § 55 behandelten Funktionen; natiir- 
lich ist es nur ein Typus einer anderen mit denselben Mitteln angreifbaren Sum- 


mandenklasse. 
2) Was erlaubt ist. 
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so da8 nach (1) fiir alle hinreichend groBen x 
é ee 
yt >(1 —5) Valogx +1, 


y> (1 = 5) Vlog « 
sein mub. 
Daher ist 


Slog p = 9 ((1 —3)Velog x) 
Py 
~ (1-2) yaa 
also, wie behauptet, fiir alle hinreichend grofen x 
a oep > (1 — 8) Varlog a. 
sy 


2 the sera > lund + + 
(2 ) f 0” < x, 
wo die p” teilerfremde Primzahlpotenzen sind. Es werde 
LT» 
in zwei durch [Vzloga] geschiedene Teile zerlegt: 


Iv =11, Lh, 
p’ <Va logs, 
Valoga<p'<a@ 


ist und nattirlich p’ nur die in (2) vorkommenden Primzahlpotenzen 


durchlauft. 
Zu untersuchen ist der Wert von 


wo in II, 


air 


log IZ, + log I, = Siog + Dog, 


C= 


“S +53, 


wo k, die p” in JI,, J, die p” in IZ, durchliuft und 6, y die Anzahlen 
bezeichnen. 
Ks ist 


8 
IV 


IV 
itt 


IV 
~ 
8 | 


y 


log a, 


15* 


\ 
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also ‘ 


Andererseits ist 


Sas log (Vx log a) 


=p og (Vlog 2) 
<(B + y)log (Va log a). 

B+ ~y ist die Gesamtzahl der Summanden p” in der gegebenen Un- 
gleichung (2). Nun ist-die Anzahl der Primzahlpotenzen bis 2 (inkl.) 
a 
~logz 


Daher ist die Summe der Primzahlpotenzen bis z (inkl.) 


a2 


(3) Se 
und die nte Primzahlpotenz 
(4) ~n log n; 


beides ergibt sich wortlich ebenso wie oben und im § 57 der Nace 
weis, da8 die Summe der Primzahlen < z asymptotisch gleich Sods 
und die te Primzahl ~ log ist. Fiir alle hinreichend groBen x 
ist also bei allen Lésungen von (2), wo die p” teilerfremde Primzahl- 
potenzen sind, die Gliederzahl 


B+y<2@+oV,2 


loga? 


denn die Summe von mehr als 


@ + Vien 


verschiedenen Primzahlpotenzen ist > der Summe der 


|@+ + Viz, | 
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ersten Primzahlpotenzen, und die héchste dieser Primzahlpotenzen ist 


nach (4) 
~ (2+ Voge thoes 
0 ee 
= (1 + 3)Va log z, 
also ihre Summe nach (3) 


2 
(1 + 5) «x log a 


2-tlogx 





8\2 
= (1 + 3) x, 
folglich von eimem gewissen wean gréBer als 2. 
Ays . x 
pete ys (2h W ies 
folgt weiter fiir alle hinreichend groBen x 
log II, + log I, < (2 + WV ies log (Va log x) + Vx 
iy as 
~ (1 + 3) Vx loga, 
also von einer gewissen Stelle an 


log II, + log I, < (1 + 0) Vx log z. 


§ 62. 
Eine Eigenschaft der Zahl 30 und ihre Verallgemeinerung. 


Die Zahl 30 hat die Higenschaft, daS in den gy (80) unter ihr 
liegenden zu ihr teilerfremden Zahlen 


1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 


keine zusammengesetzte Zahl vorkommt, sondern abgesehen von der 
Einheit nur Primzahlen. Von den Zahlen x < 30 haben, wie man 
sich leicht tiberzeugt, neun dieselbe Higenschaft, daf keine unter x 
liegende zusammengesetzte Zahl zu a teilerfremd ist, nimlich —- wenn 
die g(a) teilerfremden Zahlen <a in Klammern dahintergesetzt 
werden — 


\ 
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"g=z il “(1 
2 (); 
z= 3 (1, 2), 








8 
] 


z= 4 (1, 3), 

x= 6 (1, 5), 

% = 8 (1, 3, 5, 0, 

$19" (1, 6,7; 10) 

x=18 (i, 5, 7, 11, 18, 1%), 
v2=24 (1, 5, 7, 11, 18, 17, 19, 23). 


Die anderen x < 30 kommen nicht im Betracht, nimlich « = 5, 2 =7 
und alle spiiteren ungeraden «< 30 nicht wegen 4, schlieBlich «= 10, 
z= 14, 2=—16, r = 20, x= 22, = 26, x = 28 nicht wegen 9. 

Es besteht nun der 

Satz: Es gibt keine Zahl > 30, fiir welche die p(x)—1 
yon 1 verschiedenen relativen Primzahlen® <2 absolute 
Primzahlen sind. 

Beweise: Offenbar ist es nur nétig, zu beweisen, dab es fiir «> 30 
eine nicht in x aufgehende Primzahl gibt, fiir welche 


2 <%, 
d. h. 
p<Vx 
ist. 
1. Unter Benutzung des in § 22 bewiesenen Satzes 
Pari = 2p, 


ergibt sich dies sehr schnell eulesheecabe Wire x durch alle Prim- 
zahlen < [zx teilbar, so wire, wenn p, die gréBte derselben ist, 


We eScpS » < ¢ 
und Py P, => 


Pyar V2 
me +1 ? 


SS Pyaa Pyar 
<2p,-2p, 
| <2p,-4p,_1) 
Pi >>> Py_2Py_1P, < 8p, _1P,, 
tay SN oe 
1) Zu 2. 


“" 
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Es mu8 also, da schon 


2-3-5>8 
ist, 
-v<4 
sein, also 
@ <p; 
= 121; 


Unter den Zahlen zwischen 30 (exkl.) und 121 (inkl.) hat aber keine 
die EHigenschaft; denn dies x miiBte durch 2, 3, 5 teilbar sein, und 
60 sowie 90 und 120 haben gewif wegen der zu ihnen teilerfremden 
Zahl 49 nicht die Higenschaft. 

2. Ohne. Benutzung des obigen Satzes aus der Primzahltheorie 
geht der Beweis auch zu fiihren. Es geniigt die Feststellung, dai 
fiir v>4 Poe neat Roe 
ae Pei SPP, 


ist; denn dann kann ja 


2 
v+1 


| Oe ee oe 0 


nur fiir gewisse 
@ SD, 


= 49 


eee rh) Cale) 


also, da rechts die erste Klammer héchstens so viele Faktoren hat als 
die zweite, £ : 
eee ae | 
[3 


(1) ist fiir » =4 und »=5 wegen 
Riley Be eee 
13? <92-3-5-7-11 


bestehen. Y 
Es ist 


1) (1) ist nach dem Primzahlsatz von einer gewissen Stelle an reichlich er- 
fiillt, da ja der Logarithmus der rechten Seite 


O(p,) ~P, 
~ vlog», 
der Logarithmus der linken Seite 


2logp,.4~ 2 logy 
ist. 


/ 
/ 
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richtig. Alles ist also bewiesen, wenn fiir v > 6 
Dy Bey > Pyar 
edie 
d. h., wenn fiir 1 >3 
Pros Pa > Praise 
gezeigt wird, mit anderen Worten, wenn festgestellt wird: Es gibt fiir 


4 > 3 zwischen p, (exkl.) und p,---p, mehr als 4+ 1 Primzahlen. 
Hs mégen die Zahlen 


[i mmgee a 
_ betrachtet werden, wo J die Werte 1, 2,---, p, durchliuft. Ihre An- 
zahl ist p, und alle sind zu p,---p,_, teilerfremd. Durch p, kann 
héchstens eine dieser Zahlen teilbar sein, durch p,,,, ,49,°°° des- 
gleichen, da ja ' 
(py +++ py, — 1) Ul py ep, — Ly Cat ee 

ist. Wenn also 
(2) Pye Py SPoaye, 
‘algal ob 

Pro Dy < Parse 
ist, so ist jede jener p, Zahlen unterhalb p,,,, gelegen, folglich 


durch mindestens eine der Primzahlen p,, p,,,, ---, Poa41 teilbar; 
alsdann ist daher 


P,SAt 2. 
Andererseits ist 
Py= 7 
>6 
=4 ei 2, 
also a fortiori fiir 4 > 4 
DP >A i 2, 


da der Abstand zweier konsekutiver Primzahlen yon 3 an mindestens 
2 ist. Aus (2) folgt also 
AB 
und somit wegen is 
P1P2P; = 30 
> 19 


= De 
a 


was zu beweisen War. 
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Allgemeiner gilt der 

Satz: Bei festem r gibt es nur endlich viele Zahlen g, fiir 
welche alle p(x) zu # teilerfremden Zahlen <a héchstens r 
Primfaktoren enthalten (wobei mehrfache Primfaktoren 
mehrfach gezahlt sind). ; 

Beweise: Hs ist nur nétig zu zeigen, daf bei festem r fiir alle 
_ hinreichend grofen » 


(3) ; Bere Hien Ds 


ist.- Denn jedes x, welches die obige Eigenschaft hat, ist durch alle 


Primzahlen p< "Va teilbar, da sonst p’+! zu a teilerfremd und 

kleiner als 2, ferner aus x +1 Primfaktoren zusammengesetzt wire. 

Fir hinreichend groBe ist aber, wenn p, die groBte Primzahl 

< Va ist, dies mit (3) unyertraglich, also der Satz bewiesen. 
1./Nun folgt aus dem Gegenteil von (3) 


mo oar ae ec ei 


ae cet SG Fass = > Py 41 


fir v>,r. 
| Dy Dy 2p, 2p 2D, os 

yeas mare ge PAE Se gg Js 
was fiir alle hinreichend grofen v nicht mehr méglich ist. Fir alle 
vy > N= Nr) gilt also (3). 

2. Ohne Benutzung jenes Satzes aus der Primzahltheorie geht 
der Schlu8 so auszufiihren. Aus 

Si Soh ey Ue 
folgt 
r+i1 
igs » }) Spey" DB, 


r+ 
<p 


v+1? 





Dene D v Set 
es ist also nur ndtig, zu beweisen, da bei gegebenem r fiir alle hin- 


reichend groBen 4 


Dy Py > Pes ia+i) 
ie do tye dab : 


(4) Dy PS Dies ia et) 


fiir alle hinreichend groBen 4 zu einem Widerspruch fiihrt. 
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Die Betrachtung der p, Zahlen 
UD Pig = (J = 1, 2, -- +, p;) 


liefert wie oben, da& héchstens je eine dieser Zahlen durch p,, p; .1,°-- 
teilbar ist. Nach (4) ist also 


pS@7tl1at+iy—a4 


=ra+(r+1). 
Dies steht aber fiir alle hinreichend groBen 4 im Widerspruch da- 
it, daB 
mit, da ese 
also 3 
lim — = 0, 
A=oolZ 
limi = oo 
j=0 
ist. 
§ 63. 


Uber die Reihe D4 


pit f 


In diesem letzten Paragraphen der Anwendungen soll von einer 
Reihe mit komplexen Gliedern die Rede sein. Unter Benutzung der 
friiheren Satze (vel. §§ 18, 26, 45) 


v(2) = O(@), 
Sues loga + O(1), 


n=1 
€(1+¢i)+0 fir +20 


(also ohne den Primzahlsatz) wird sich die Konvergenz der Reihe 
Dae, 
p 
p 


fir 6 =1 (exkl. s=1), dh. fir s=1+t, t20 ergeben.. Es miissen 
einige andere an sich sehr interessante Sitze vorausgeschickt werden: 

Satz: Hs ist, wenn die Abschitzung sich auf a bezieht, 
bei festem s=1+¢i (¢20) 


Berto at a 
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— is = 








Hierin liegt iibrigens enthalten, daB die Reihe 


co 
> Te 
n> 
n=1 
divergiert, aber in einem endlichen Gebiete oszilliert: 
x 
1 
sea Oe 
n=1 


Beweis: x sei > 1. Hs ist nach § 46 fiir o > 0 exkl. s=1 


x fs) 1 
1 il it udu 
§(s) ES 8 tama 2 apes 


folglich fiir s=1-+ ti bei fest t2 O mit Riicksicht auf 
a3 
1 1S es 1 wet 0<0<1) 


[a}’—* 7 irae! (2 — aS git 











“aw U 


ees 





“£(s) DIF ee Olt Pas 
eae et Oe) 
n=1 


womit der Satz bewiesen ist. 
Satz: Fiir festes s=1-+t, tz O ist 


= l if ty logs og x 
Sas eae 8) aes pot s—1,s-1 th o(°8 ): 
tat 


Beweis: Es sei a >1. Fir o >0 (exkl.s = 1) ist nach § 46 


Praeie - logn 1 en eee udu 
SOs ‘ adler 2 eet ae ; I res: 


n 














n=1 
oo 


1 
<a ulog (n+ udu | 
+s> f py ae 


° 
n=2 0 
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hierin ist fitr s=1+%, tZ0 


qt gat ls): 


we] (ings + 0(2))( ts + (8) 


[ay * 
at o(*2*), 


y eee = OD 


co 1 
‘wlog(n- udu _ log n 
a | (n + uyt 1 Ue ne 
n=2 0 


womit die Behauptung bewiesen ist. 
Satz: Es ist bei festem ¢Z 0 


] 
Dos 2G), 











psx 
Beweis: Nach der fiir ¢ > 1 giiltigen Identitit 
SS)er 
Ae $8), 
—Tlogn . A(n) = 1 
> n* =>, n* n 
n=1 n=1 n=1 


ist fiir alle komplexen s und alle x>1 


Swe a A (n) 
eye 3 
= — 


also nach dem-ersten Satz dieses Paragraphen fiir s=1 + ¢7, t2 0 


SP Be (0-: Seger |t OD 


n 








nv ie 
n aed 


w= 1 w=1 
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P 











~ 19 $0 a = A+ 0(¥@)) 


= om — jn iparlegz + 0(1) + 00), 
n=1 








folglich nach dem vorigen Satz”) 


, 1 1 i log i Ay 
= 0) — Figg — Et (tt) <2 2 











1 ie 
mresc eee 
(9) +5 Qo ae “ ae 
n=l 
also we an ¥ = OW 
: E(s) +0 
yo oh 0(1) 
folglich wegen ati? 
ogp 
ee er = OC) 
psa 
m2 
log p 
(1) Rees O(1). 
psx 


Satz: Die unendliche Reihe 
Soh 
1+t7 
rs p 
konvergiert fir oe und es ist 
Duser 1+ti ae 1+ti + O(je5) 
pac’ 

Beweis: Aus (1) folgt die Konvergenz der vorgelegten Reihe 
nach dem zweiten Satz des § 30; da er des damaligen Zweckes wegen 
bloB fiir reelle Reihen ausgesprochen ist, ist er hier einzeln auf den 
reellen und imaginiren Teil anzuwenden. (Genauer ergibt sich, wenn 


log p 
Di = 9@) 


psx 








1) Der nicht einmal in yollem Umfang zur Anwendung kommt. 
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gesetzt wird, die Restabschitzung 


=~ 7e) 


ee gn) 
pitt aes log 


pox n=x“2+1 





— 1 1 g (#) 
-> 9) (tog ~ log (n+ 5) ~ log ((a] + 1) 


n=x+1 

00S) toed te me dere), 
n=a+1 

a Ogee): 


* Natiirlich ist nach dem Rete tea der Dirichletschen 
Reihen fiir festes s = 1 + ¢2, tZ O und zu 0 abnehmendes positives € 


> = = lim ae 
po ee ip 2 


p © 


= lim (1g f(s + €) ->% 2 oo 


m= 


= = log €(s) 2°37 TS 9 


m= 2 











d. h. die Gleichung 





ist auch fir s=1+#i, +20 ee 


Vierzehntes Kapitel. 
Studien iiber den obigen Beweis des Primzahlsatzes. 





§ 64. 
Direkter Beweis des Primzahlsatzes ohne den Umweg 
tiber 3(x). 


An Stelle des im zwélften Kapitel gegebenen Beweises des Prim- 
zablsatzes laBt sich, von denselben Hilfssitzen des elften Kapitels 


iiber €(s) ausgehend, durch Benutzung des Integranden 


- log §(s) 


§ 64. Direkter Beweis des Pyimzahlsatzes ohne den Umweg wiber (x). 239 








an Stelle von a® £'(s) 
s* &(s) 
folgendermafen der Primzahlsatz (in der verscharften Form) etwas 
direkter beweisen; allerdings werden dabei die funktionentheoretischen 
Uberlegungen as schwieriger. 
Es bezeichne Z(s) diejenige analytische Funktion, welche fiir 
o >1 durch die Dirichletsche Reihe 


> a = log &(s) 
mp" 


p,m 
definiert ist. Dann ist Z(s) reguliir in dem Gebiet des Satzes aus 





§ 48, wenn dasselbe zuvor von 1 — bis 1 geradlinig aufge- 


clog®3 
schnitten ist. An beiden Ufern dieses Schnittes (exkl. s = 1) ist Z(s) 
auch regulir und unterscheidet sich dort um 227% derart, daB der 


Wert upten gleich dieser GréBe plus dem Werte oben ie Ferner 
ist fiir |¢| > 3, 1 — a <6 <2 nach jenem Satz 
C'(u 
| Z(s)| =|Z(2 + ta if CO au 


24+ti 


< Z(2) + 2b log | tl; 


da fiir o >2 ; 
as |Z(s)|< 22) 
ist, ist also fiir |¢| > 3, 6 >1— Aeuc, 


| Z(s)| < A log®|¢|. 
Ks ist Rica der Konvergenz von 


| ao? +44 A { 
Pies die (eo es dt 
)2-+ t7\? m|p nara 4+¢ ram m 


bei Badge ae tn 





24+ ct 2+0c07 











1 * yas 
AS Z(s)ds = af 3 mp" 
2—cwi 2—cot p,m 
2+ 00% 
we, 
ry oe 
1 Ho 


a = |9oar=—= 
m g pm ? 


p@<x 
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also 2 yas . 


1 ce 1 Br es 
> 3 log am = ee Z(s)ds + a 
psa 2—227 


24277 


2 fe zoe oc 





~~ On 
Yes 


A az Sel l x Vai ie x 
08 op. Ag m og pe m s pY 


pez pl <a pli<a 
m= 2 





fy 


— >) 4 log 5 + O(log e S'1) 


m 
a2. pl" Sx 
m2 2 


+0 (log a x (V2)) 





= ~ log = 


Sere pee 


= ie log on + O(log «- Vz) 


pl <a 


2+ a4 


(1) =2,/2% Z(s)ds + O(Vx log =) 


2—2?7 


pr 


Ich wende nun den Cauchyschen Integralsatz auf den Weg 
ABCDGHGEFA an, der aus dem Wege des § 51 cates ent- 


steht, daB an der Stelle 

ik 

Gel clog®3 

erst an einem Ufer des Schnitts bis 
H=1 


und dann am andern Ufer zuriick bis G gegangen wird, ehe der senk- 
rechte Weg weiter fortgesetzt wird. Hierbei kann ruhig in den sin- 
guliren Punkt H hinein integriert werden, da er nur eine logarith- 
mische Unendlichkeitsstelle ist, so daB fiir das Integral tiber den Kreis 
um 1 mit dem Radius 0 von 1 —0 oben bis 1 — 0 unten 


tim f © Z(a)ds = 0 
lim | 3 (s)ds 


ist. Dadurch ee ich fiir das in ©) vorkommende Integral 


TARAS 


« 
& 
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Hierin ist genau so wie im § 51, da Z(s) einer ebensolchen ee 
£"(s) 
&(8) ‘ 4 


Pefeferefay- ol, tse) 


und es ergibt sich vorliufig 


gleichung geniigt wie dort 


(ee 


H 
x Sra 1 1 R 
Seg ® = alee agli eed 
G H 


psx 
oder, da der Integrand sich um 2 xi a an beiden Ufern unterscheidet, 


> oes = ‘Oke -'Viog=) fe =; as 


pse 


1- 
aes 


ar ae ds + O(we- Ve), 


Hieraus folgt weiter, wenn 


0 = 8(0) =e 


log =" fetes ds + O(a o~ Viowa) 


ps(itd)z 
also durch Subtraktion 


1 
atts Sit Sing tthe — feet =A avs ole I), 


pse “pane as 
2 


gesetzt wird, 





Bd Nao) Hs ds + 0 (wen M8) + 0 > log (1 + 8) 


x<ps(ito)x 


= fee wds + O(e o Vee) + 09 . 62) 


fees st ads + 0(8%2). 


Landau, eee der Primzahlen. 16 
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Nun ist nach dem Tevetehen Satz 
2 
(1 + r= 1408+ 5(s— 1) + OO), 


wo 


OO Oe 
ist, also fir >< 35.1 
es i bs| <a 
=< 05 
folglich 


L 1 1 
‘(pottca = of “as 1 Ol) } as 
a Eg 


y 


oe fie eeu + 008%) 


= af ie + O(6*z), 


log (1  6)a(2) = af it + O(6x), 











Si O° a 
m(%) = log a + 0) loeoell Jee a+ A 





= (14200) Se pu + O(82) 


= + O(0x) 


= ne Ve) 
eat : 


§ 65. 
Uber den Grad der Wurzel in der Endformel far 2(«). 


Es ist ganz unwesentlich, daB in der letzten Formel der Grad 
der Wurzel aus loga ein besserer (kleinerer), naimlich 12, ist als 
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beim ersten Beweise, wo in § 54 die Zahl 14 herauskam. Denn, 
wenn es auf ein moglichst kleines y in 





(0) x (a) — fi a O (e- Ve) 


ankommt (wo natiirlich fiir nicht ganzes y unter //u (u > 0) der Wert 
‘ 


w’ za verstehen ist), so liefert offenbar die eine wie die andere Me- 
thode (1) fiir jedes »>10. Denn die Zahl 14 war damals ent- 
standen, indem zu 10 sukzessive die gréSeren Zahlen 11, 12, 13, 14 
genommen waren; dies leisten auch 10+, 10+ 2¢, 10+3¢, 10+4¢ 
fiir jedes noch so kleine positive «. Hbenso kann bei der Methode 
des vorigen Paragraphen 12 durch jedes y > 10 ersetzt werden. 
Weiter als bis 10 kann man bei keiner der beiden Beweis- 
anordnrfngen in der vorliegenden Form kommen; denn, wenn man bei 
dem HauptschluB des § 51, namlich beim Studium des Weges DC, 


die Teilung der Strecke 3---«? durch Vioee pei vorliufig unbestimmt 
gelassenem v bewirkt, so ergibt sich 


2 Vioge x 


2 
1 . 
ae clos stow V2) dt 
We ic, 
3 


Viewe 


J 
Sie ee 


so daB offenbar v = 10 die giinstigste Wahl ist, da fiir v > 10 


1 if 
y ~10? 











fiir v< 10 
9 1 
Sar meets 


ist. Ein Blick auf den damaligen Beweis lehrt, daB diese Zahl 10 
als 9+ 1 hereingekommen ist, wo 9 der Exponent in 


1 
Ga reat) 
ist; da 9 auch in 
Pa < blog*t 


944 XIV. Studien viber den obigen Beweis des Primzahlsatzes. 








auftrat, war ganz unwesentlich, da dort 
log’ave ° ES — 0(¢-Viee=) 
gesetzt wurde und allgemein fiir ge > 0 und jedes 0 > 0 
bes e+d 
log4ae vas = =F Viow= ) 
ist, wie groB auch A sei. 
Wenn also im Wortlaut des Satzes aus dem § 48 bei der 


Kurve (1) die Zahl 9 durch die kleinere positive GréBe 6 ersetzt werden 
kann, in (2) die Zahl 9 durch A, so kommt fiir alle y>B+1_ 


(Peters 
a(x) = | _ O(ze-Vive?) 
2 


heraus; denn der charakteristische Schlu8, der zum ungiinstigsten 
(héchsten) m fiihrt, lautet eben: 


a §'(8) x) ar ee t 
[aie of so irec 

eer 
Ee D | 
3 / 


aS 

















Beene 
Reni ed Sie = 
p 
+1 
= 0O\ slog4xf x clog a)” a + O\ xlog4x = 
e e 
3 : : 
“Vives 
iiaes! 
oe x Bart 
Silage ‘ Vinee sini Vez) 
pARioe 
a= Vlog x 
lee Vioga) 


fiir jedes « > 0. 
Hs ist also fiir die Primzahltheorie 5 eee das B in 


| & () | A Pe i 
&) _< blog bop dlr Pieri, oad ae 


zu verkleinern, wobei es ganz gleichgiiltig ist, wie grof dabei die 
Konstanten 8, A, ¢ werden, wenn es nur Ronsitaren bleiben. 
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Durch folgende Methode ist es nun méglich, das 6 unter 9 zu 
verkleinern. 


Im § 45 war folgende trigonometrische Ungleichung benutzt: 
3+ 4cosp + cos2y > 0. 


Hs sei nun 
I(p) = a + a, cosp + a, cos2y 
irgend eine Funktion derart, daB 
0< ay <a, 20 
und fiir alle reellen 
Ip) 20 


ist. Dann ist fiir «> 0, +20 
ge ee OE 8 Prats CORE (Lowe 
: - é mp m(l + &) 
(€d+8))|E(1+e+ts)||E(14+ ef 2t0)=—e™ i 
ae = v 





also 


fel Fae) > a =; 


Ga + 9) [64 + e+ 240) (" 
folglich, wenn 0,, 6,,--- absolute Konstanten bezeichnen, die alle > 1 
gewahlt sein kénnen, fir O0<e<1, tZ0 


Xo 





Fae 





Sl eit) | > 


Ay ? 
by [E+ #4 2¢7) |® 
also ebenda nach dem ersten Satz des § 46 fiir O<e<1,t>3 


72 


2) Pap et ie 
b, log™t 
folglich nach § 46, (9) fir O<e<1,t=3 
+S |e te +H) [EA +) —EA +e + 40) 
as 
& 
b, log“ t 


— b,é log*t 


a 





a 
° a — Ao 2d, +A 








e% 


a ail U,Upes 10g 0) 
b, log™t 
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Wird hierin ¢ durch 


M—Ag ~“2a,+d, 


bbge. * log (4d ae 





bestimmt, d. h. bei konstantem g < 1 
ow ae 
2a +p 


log a — Mo i 


é=- 





gesetzt, so ergibt sich fir ¢> 3 


* 1 1 
|€a sp tt) | = b, me 2a +0, z _ 


G4 a—Ay % + 








log 


und hieraus nach der Relation (9) des § 46 weiter fiir ¢ > 3, 


























a il 
i= 2d + Go =os1 sp 2A +o 
26,0 lor ar Sa 2 Dab. lo er 
|6(s)| > |&(1 + é2)| — bio — 1|log?é 
iI 1 Lt 1 
>}, fata 23, 3ate 
log 4% 4 erode amie I 
— 1 1 . 
bo eee? 
log %~ % ¢ 
ne 1 : 
fiir ¢>3, 1+ Pena <6 <2 ist nach (2) 
2b, 0, log  %~% % 
| §(s) | aa b. dy i 2 do + dn ; dy 
1 & plate) a 
log™ a — Mo oe 
eel a 
es 2do + ae if 


log 2 % ¢ 


endlich fiir ¢>38, 6 >2 
k@|>— 
7 


1 1 
> ee 


log dy — Go 4 
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zusammengenommen ergibt sich also fiir 











: 1 1 
t23,¢21— Geiaea Se, eer tea 
DiDe(O et LO ee men Ong 2.05.0, log “25% ¢ 
die Abschitzung Paine es 
1 1 
eso 
oxsgiae G0 
ie") | 24 
s = ay — dy 
ge) | < % log 


2a, +d, 


—— a= . 
= b, log t; 





d. h., unser 6 kann 
2d, + Gs 
PReey © 


genommen werden, und es ist 


x 


(1) epee tle.) 


fiir alle é 
y > eed = a, a. ii 
wenn nur @, d,, G, drei ate “Vahlen sind, die den Bedingungen 
0< ay <4, 
(3) Ay = 0, 
a + a, cosy + a, cos2gy > 0 
geniigen. Hs ist also (1) bewiesen fiir jedes » oberhalb der unteren 
Grenze von Pao 
Wes a + af 
fiir alle Systeme a), a,, a, welche (3) erfiillen. Welches ist nun 
diese untere Grenze? Sie ist jedenfalls < 10; dieser Wert entsprach 
der Ungleichung des § 45, wo 
: a = 3, a4, = 4, a =1 
ist. 
Die quadratische Funktion von « = cosp 
I(p) = a + a, Cos + a, cos2—p 
= a + a," + a,(2a?—1) 
= (dy — A.) + a, 2 + 2a,x” 
SF (2), 
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wo ; 

0 os A < a, 

a, > 0 


ist, wird als = 0 fiir — 1 <a <1 vorausgesetzt. a, =0 kommt nicht 
in Betracht, da alsdann 


fi 1) = ty =a, 
= 0, 
also 
a = a, 
ware; es ist also 
a, > 0. 


1. Die Diskriminante D der quadratischen Funktion f (x) sei <0: 
a; — 8a,(a) — ay) <0. 


Dann ist : 
8A, > a? + Bai, 
Ay(8a) — 6a, + a.) > a? — 6a,a, + 9az 
aa (a, is 3 dy)? 
=v, | 
also 


8a, — 6a, + a, > 0, 
2a, + dy = 8(a, — a), 
ek Na is A Beas 


a, 


Dieser Wert 9 ist die untere Grenze im Falle 


ood ¥, 
und wird wirklich bei 

a, = 34,, 

Ay = Fd, 


erreicht, also z. B. (a, = 8) fiir 
g(p) = 17 + 24 cosy + 8 cos 2y 
= 9+ 247+ 162? 
(8+ 42) 


IV 


0. 
2) Hse sei 
Da. 


V 
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dann muB8 jede der beiden verschiedenen reellen Wurzeln z,, x (wo 
X_ > @, sel) von 

f(a) = 0 
so beschaffen sein, daB sie <—1 ist. Denn f(x) ist zwischen 
ihnen negativ; sie en also nur beide <—1 oder beide > 1 sein, 


und letzteres ist ausgeschlossen, da ihre Summe — st negativ ist. 
; 2 
Es ist daher 


ty <%S—1, 
also, wenn ty 
lige Tea i es 
: La i Ss 
gesetzt wird, 4he9 
Sy ap ie 
Nun ist 
7 Ay — Ag = 20g%,%y, 
= — 2a, (x, + 2), 
also 


9a) — Ta, + a, = a,(9 + 184,x, + 142, + 142, + 1) 
= 2a,(5 + Ta, + Tx, + 92,2) 
= 2a,(5-7T—7E, —7—78%+9+9£, +98 +98, &,) 
= 2a, (26, + 28 + 98, &) 
05 
2a, +a, > 9(a, — 4%), 
2a, + as re echS10 


a, — 
SN 
a: gesuchte untere Grenze von 
2a, + a, 1 
a, — + 


mit Ni ebenbedingungen ist also 9; daB sie erreicht wird, kann iibrigens 
aus Stetigkeitsgriinden von vornherein eingesehen werden. Ich habe 
damit bewiesen, daf fiir alle y>9 





a(x) ~ fis lagu 4 of xe- Ate 


ist. 
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Statt von einer Sey cace hts Funktion kann man allgemeiner 

von einer ganzen rationalen Funktion mten Grades 
f(t) =e ee a ae 
ausgehen, welche die Higenschaften hat: Sie ist > 0 fir —1l<z2<1l, 
and. die Koeffizienten der durch die Substitution — 
x = cosy 
aus ihr entstehenden Funktion 
9(p) = f(cos ») 
= 4, + a,cosp + a,cos2p +--+ + a4, cosnyp 
sind > 0, insbesondere dabei 
OS thy < Oy 


Dann ergibt sich fiir «> 0, iZ0 


(EL + ©) |E(L + 6+ fi) [---|6(L + e+ nti) 
Ss cos (mt log p) +---+ay, cos (nmt log p) 
; m (1 + e) 
— ep,m mp 


21, 
6d + e+ t)| 2 





a 


lg a in? 
(a+ oy | SG + 2-4 ate |*---| oa 4+ 8+ nts) |% 
also-tir 0 < eG) G3 





Go 
gO 
Ag t+++ +n ? 
a 
b,, log a t 


[gl te+ti)|> 





hiernach folgt alles wortlich weiter wie oben im Falle der quadra- 
tischen Funktion, nur daB a, +---+ a, an Stelle von a, getreten ist. 
Hs ergibt sich also, daB 

[pea tein estar 


ly, — Ay 





gesetzt werden kann, da also fiir alle 


2a, +a, +:--:+ 4, 
y> Aon +1 
_ a +a +a, +-: “tn 4 9 


a, — A 








es 
Ga + 2 
fe 


ae 
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ee -Viogz 
mt (x) =f, - o(ve ig ) 
2 
ist. 


Es entsteht nun die Frage, welches hier fiir alle das giinstigste 
ist, d. h. welches die untere Grenze U von 


Ay EO, Ig FoF Oy 


a, — Ay 





mit den Nebenbedingungen 

a + a4,cosp +-+-+a,cosng > 0, 

ie <0 Og 
ist, wo » nicht gegeben ist, sondern irgend einen positiv-ganzzahligen 
Wert bedeuten kann. Die Antwort kenne ich nicht, bin aber imstande, 


das obige Ergebnis U <7 schon durch Angabe einer kubischen Funk- 
tion zu U <6 zu verschirfen: Fiir 


nm=3, a,—5, a,=—8, ag=4, a =1 
ist 
g(y) =5 + 8 cosy + 4c08 2 + cos 3 
=5 + 8cosy + 4(2 cos*g — 1) + (4 cos®p — 3 cos g) 
=1+5cosp + 8 cos’ + 4 cos*p 
=1+4+ 5274 8274+ 42° 
=(1+2)(1+ 42 + 42’) 
=(14+2)(1+4 22) 
>0 
fir —1<a2<1, dh. fii alle reellen y. Ferner ist 
a gi a te a 


a, — Ay ; 
ae 





also fiir alle d > 0 
Ae ee 
u(x) - fi log w a ola (we -V08* )_ 


Ubrigens ist sogar 


n(x) ~f +0 (ae V8). 


U<6 





Hierzu ist nur 
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zu beweisen, d. h. ein Beispiel anzugeben, wo 
a +a, +4, +:: tin <6 
a, — UM 
ist. Dies leistet die Funktion 
(1 + cos »)?(1 + 2 cos y)?(8 + (3 — 2 cos g)?) 

= (1+ cos g)?(1 + 2 cos p)?(17 — 12 cos p + 4 cos? p) 
= (1+ 3cosm + 2cos*)?(17 — 12 cos p + 4 cos’) 
= (2 + 3 cos + cos2)?(19 — 12 cos p + 2 cos 2q@) 
= (4 + 9cos*p + cos’2m + 12 cosm + 4cos2 + 6 cos @ cos 2g) 

- (19 — 12 cos pm + 2 cos2q) 
=(44+2+4cos2y+4+ 4 cos4p+12cosp+4cos2 p+3 cosp+3cos3 ¢) 

- (19 — 12 cos m + 2 cos 2¢—) 
= (9+ 15cosp + Ycos2y+3cos3gy+4 ig Ges 12cosp+2cos2q) 
= 171 + 285 cos + 322 cos 29 + 57 cos3qm + ¥cos 4p’ — 108 cos 
— 90 — 90 cos ost cos p — 51 cos 3g — 18 ee 18 cos 4 
—3cos3gy — 3cosdgp + 18 cos 2p + 1d5cosy + 15 cos3qy + 2 

Fcos4q + 3cosm + 3cosdqm + Feos2my + 4+ cos 6m 
= 12 + 144 cosg + 72 cos2g + 18 cos3m + 4 cos6q, 
Ay Fy + Me +s + % +43 +% _ - goa 


ey 10 
, — MU 13 











nn 


“109° 

= 5,94.-.. 
Es ist wichtig, festzustellen, daB 
U>5 

ist. Dies geschieht folgendermafen. Es ist bestindig 
3 —4cosy + cos2g = 2 — 4cosm.+ 2 cos’ 
= 2(1 — cos )? 

= 0, 


also bei jedem IY); welches die obigen Bedingungen erfiillt, 


Ox [aye 4 cos p + cos2y)dq@ 


= ft + a,cosp+-+:+a,cosnp)(3—4cosp+cos2)dp 


=a,:6%—a,-4n4+ a,-2, 
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a, > 4a, — on 
M + a, +a, > 5a, — 5a, 
= d{a, — My) 
a ass Tg 
— ? 


a, — Mh 
also a fortiori 


Uy +a +a +-- Sie ys 


a, — 4 





d. h. } 
| US 5: 


Die angewandte Methode ist also z. B. nicht imstande, 





w= f aft lee toe 


Fe 


za beweisen, was im vierten Teil auf anderem Wege nachgewiesen 
werden wird. 
Es ist nicht uninteressant zu konstatieren, da 5 bei allen Funk- 
tionen beliebigen Grades die genaue untere Grenze von 
dy + a, + Ay 
a, — A 
ist (nicht aber etwa von 


a +4, +4, +-- Ft. 


a, — My 





dazu ist nur notig, bei gegebenem 0 > 0 ein g() zu konstruieren, 
fiir das 

Ay + a, + % Y 

Rasa 
ist. Unter den quadratischen Funktionen kann man gewif nach dem 
Obigen nicht fiir 6 <2 ein solches-g(p) finden; man gelangt aber 
folgendermaBen zum Ziel. Hs ist fiir 


eae aL 
n(* — oF ee eS) 


1—re?? (1 —rcos gy —rising)(1—rcosp-+ rising) 








1—r ‘ 
~ 1—2rcs@+r? 


ee 


954 XIV. Studien wiber den obigen Beweis des Primzahisatzes. 








also, da fiir |2z| <1 
1+¢ ¢ 2 
ist, 
1+ 2rcosqm + 2r’?cos2y +--->0, 
also wegen der gleichmifigen Konvergenz der Potenzreihe (4) auf 
dem Kreise |x| yr bei passender Wahl der nur von r abhangigen 
Zahl n identisch in » 


1+ 2rcosg + 2r?cos2gy +---+ 2r"cosngy > 0. 
Hierin ist 


% +a, + a, 1+2r-+ 2r° 


a, — a Hip 





Dies hat fiir y= 1 den Limes 5; 7 kann also so nahe an 1 gewahlt 
und alsdann » so fixiert werden, daf 


Ay + a, + My 


, — Ay 


<5+0 








ist. 
Durch etwas kompliziertere Abschaétzungen will ich zum SchluB 
noch zeigen, daf 
U > 5,224 
ist. Hs ist 
1 
oats ee Med (p)dq, 
Oe 
it 
hy =+fae) cos pdg, 
=a 
1 a 
UL A Nes Ae, 9(p) (2 cosp — 1) dy 


(5) = fa) (2 cos p — 1) dq. 


Wegen 
9(p) 20 


ist der Integrand von (5) >0 im Intervall 0 ES <, sonst < 0. 
Daher ist 
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£4 


(a, — do) < f 9(g) (2 cos p—1) dp 


3 in 
=i] > % cos vp (2 cos p—1)dy 
0 v=0 


n 


3 
= > a, { cos v2 cos p—1)dg 
v=0 0 


n 
an a,d,, 
r=0 


wo r 


eg 
3 


Q 


,» =] cos vg(2 cos y—1)d@ 
5 


gesetzt ist. Hierin ist 


3 


dy =/(2 cos p —1)dy 
0 
=2sin=— 7 
> Ww 
3 
= 1,7320-.-— 1,0471--- 
= 0,684--., 
4 
a 
d, =| cos p(2 cos p — 1)d 


0 


mn 
3 


= (cos2q — cos p + 1)dy 
0 ; 
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=18 
SY OAT s tes Boe 
=0,6147 = : 
mw 


3 
us = [cos 29(2 cosy —1)dp 
0 
a 


3 
= [ (cos 39 — cos 2 + cos g)dg 
0 


Pie sin : sin ¥ 
sin- sin; : 3 
iether Se 2 1 


a7 Vona ys 
=1V3 





! 


= 0,438 - 
Von allen folgenden d,(v > 3) behaupte ich 
; d, < ds. 
(Ubrigens wird sogar 
d, == 5 dy 


herauskommen; aber das niitzt nichts weiter.) Es ist fir »v>3 
4 


3 : 
d; = f cosyg (2 cos p—l)dp 


0 


es) 
= f (cos (v+1)y—cosyg+cos(v—1)p) dq 
0 


1 ; F —1 
nee 8 Maes Tae Le 





yet oe y—1 ? 
also fiir v= 0 (mod. 3), » >3 
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fiir v=1 (mod. 3), »>4 

















v y+1 ? 
. 1 1 
|@,|=3V3(5— 54) 
5 1 
V3 649) 
3 
ade 
fiir vy =2 (mod. 3), y>5 
14/3 rly 
d,= +( oe), 
; gt ix 1 
\d,|=4 VHA =) 
er 1 
=i = 
2 (v—1)y 
V3 
S00 


Mit Riicksicht auf 
folgt aus 
I (A, — A) <dya, + da, + dya, +--+ + d,a, 
weiter 
a (A, — My) <dyd + d,a, + d,(a, +---+4,) 
d, d d, —d. 
pense (09 + 4, + a, + -* +b a) + seer gO; } 
d, + a, 
— (5 — 4) (a ++ +4) 
—d d, d. 
(+ AS) (Gy — 09) SAF (Hy + + y+ ++ + 3,) 
yen 5 
— (25% a d;) (a, gas se Oy): 





Nun ist einerseits 
th a>o 
andererseits wegen 
0<9(z) 
== ly Oy Ag. —— ig - 
Ay — Uy Sy — A, + °° 


= 0, 0, + i, 
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Daher ergibt sich weiter , . 
d,+d 
(x+ io) (a, —%)< ee (a + +--+ @,) — (t" = ‘ (4, — 4p), 








= dy +d, 
(n+ 2 Bia ees dy) (a, — %) <* apie 1 (a) +---+4,), 
dy 1+ + On a +d, —d 2 
3; ae ee 
2 


mt VE = ys 
sv3 
aT +iys 
ge 
=24 90% 
= 5,2245 - - 
U > 5,224. 








Daher ist 


§ 66. 
Beweis des Primzahlsatzes ohne Uberschreitung der 
Geraden o =1. 
Fiir den Beweis des Primzahlsatzes ist es, wie ich jetzt darlegen 
will, in Wirklichkeit nur wesentlich, dab 
b () 
§(s) 
auf der Geraden 6 = 1 regular und fiir grofe ¢ dort und rechts da- 
von (d. h. fiir 6 >1 gleichmiBig) 
O(¢t*) 
ist, wo ~ eine Konstante ist, dagegen unerheblich, wie weit links von 
6 =1 eine solche Abschiitzung gilt, und auch unerheblich, daB die- 
selbe sogar 
ga . O(log 4?) 


lautet. Dies alles besagt folgender allgemeiner 


Satz: Es sei die Diviehleneee: Reihe mit reellen Koeffi- 
zienten 


(1) Dy 


mi 
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fiir 6>1 konvergent. Es sei 


lim inf b,, 
endlich, d. h. fiir alle n y 


Es sei die fiir 6 >1 durch (1) definierte Funktion f(s) fiir 
6=1 regulir und erfiille fiir o >1 die Relation 


fs) = 0), 
> 


; =a 
lim = 0, 
= 2=0 x 


Dann ist 





Das ist eine wichtige Ergainzung des zweiten Satzes aus dem 
§ 31, welgher nur liefert, daB ; 


x 
=, 


lim inf “=+— < 0 
x 








und 
PAF 
lim sup “=~— > 0 
r=o0 x ors 
ist. 


Der ausgesprochene Satz enthalt den Primzahlsatz als ganz spe- 
ziellen Fall; denn fiir 
b, = A(n) —1 
ist stets 
b,=—1, 


n= 


ferner fiir 6 >1 
er 
fl nay 
regulér und nach dem vorigen Paragraphen 
f(s) = O(log"t) 
(eine Genauigkeit, die bei weitem nicht nétig ist). Der Satz liefert also 


ana =) 
x 


r= 0 


und damit den Primzahlsatz. 
Dem Beweise des Satzes mégen, um seinen Kern recht deutlich 
zu machen, fiinf Hilfssiitze allgemeinerer Art vorausgeschickt werden. 
uf 
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Hilfssatz 1: Die reelle Funktion F(a) sei fiir alle x > 0 
definiert, stetig und >0. Hs sei F(a) fir alle nicht ganz- 
zahligen « >O0 differentiierbar; fiir alle (auch ganzzahlige) 
a> 0 existiere der vordere Differentialquotient F',(“) und 
sei >0. Es nehme wf,(“) mit wachsendem @ niemals ab. 
Es sei schlieBlich 


lim me ale 
r=c x 
Dann existiert 
lim F(a), 


und es ist 
lim Fy. (4) = 1. 


Beweis: 0 >.0 sei gegeben. Dann ist 
lime ee el 














eg Oe 
also 
m2 88 18, 
lim P49) — 40 148-1 
z 5 
ee (a+ el F(a) siti 
also fiir > & = §(0) 
1 F Ox) — F 
(2) iS ee een 


Auf der Strecke «<y<a-+0x mégen, wachsend geordnet, die. 
ganzen Zahlen y,,---, y, liegen. Dann ist nach dem Mittelwertsatz 


F(a + 02) — FYy,) = (@ + 0a —y,) Fan); 
Fy,) as Fy, _1) rare (Yn ies 5 IE, a) 
FY.) = FY) = U2 — WF" (Mm), 
Fy,) — F(@) = (yy — #)F"(m), 
WO %) %1)°**) %, Je einen Punkt innerhalb der betreffenden Teilstrecke 


bezeichnet. Wegen des vorausgesetzten bestindigen Nichtabnehmens 
von x F',(x) ist fiir jedes auftretende 1, (vy =, +> -,0) 
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2F (2) <4, F%(n,) <(@ + 82) Fi.(@ + 6a), 
wF (2) <0, F (n,) <( + 6a) Fi (a + 6a), 
~F(2) < F(u,) < “°F (e + 62), 
3 @ <F(i,) < (1+ d)Fi@ + 62), 
also, 
Yo= 2%, Yngs =U +00 


gesetzt, ftir v—0O,1,---,n 
a= yee Me ; 

Yraa — Wg pF OF FW) 41 - GA + OF @+ 92), 

folglich, wenn iiber alle diese » y addiert wird, 


ee Ps F(a) <da(1 + 0)Fi(a + 02), 
Ree i yet 00), 





1 a 8 
also mit Riicksicht auf (2) fiir «> & = &(0) 
Pi Bua 
und 
a <(1+ 0)Fi(@ + 0x), 
d. h. 
3) Fi (@) <(1 + 0)? 
und 
1 / 


(3) bedeutet 
lim sup Fy (x) < (1 + 0)?, 


lim sup Fy. (#) <1; 
(4) besagt es 


foment Fe +0x2)= a 
tim inf I (@) 2 = nS 
lim inf F4.(#) > 1. 
Daher ist j 


lim FY, (x) = 1, 
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Hilfssatz 2: Hs sei 
Ce (nm = 1,2, 3,- ++) 


Cp —— 


und 2 eine ganze Zahl >0. Hs sei 


x 


(5) lim; OM arm log’*+1(=) ite 
Dann existiert — u 
lim 5 Dy &108(7): 
und es ist a 
lim = a Dy &alog' (=) Soa 
n=1 


Im Falle 2 =O ist hierbei unter log*(*) der Wert 1 zu ver- 
stehen, auch fiir n = a. 

Durch wiederholte Anwendung dieses Satzes ergibt sich: Wenn 
(5) fiir irgendein ganzes 2 > 0 gilt, so ist 


see 

lim — Se = 1; 
tao & 

n=1 


debe 


x 


ye, a. 


w=: 


Beweis: Hs werde zur Abkiirzung fiir alle x > 0 


ae log’*+1 () = F(z) 
Raise 


gesetzt. Ftir nicht ganzes x ist offenbar F(x) differentiierbar und 


P@) = amas () 
n=1 


= i> ele" (5) 


rHA 


Wenn « ganzzahlig ist, ist fir O<h<1 


EA DP) = + ty Dre (log'#(2+4) - log’*#(2)), 


n= 
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daher ist auch fiir ganze x 


, Ag 1 ~ d a x 
so) TDD, dg 0B ely 
n=1 
i al . 
antec my log? i Je 
n=1 
Ubrigens ist, wenn 2 ganzzahlig ist, fir 0 >h>—1 


x—1 


Le hi ERG) = Dyee( log? +1(2 2") = log'+(=)), 
n=1 ‘ 


also der hintere Differentialquotient 


1 ‘ 


4 Fe) = api Daa ee (7) 
n=1 
xz—1 
an = 3 Doe log’ (=) 
Mad 


auch vorhanden. Jedenfalls konstatiere ich, daB F(x) iiberall stetig 
ist. F(x) erfiillt offenbar auch alle iibrigen Voraussetzungen des 
Hilfssatzes 1. Denn es ist fiir alle x >0 


F(a) = 0 
und 
F(a) 2 0; 
ferner nimmt 
GEL) = a log’ (*) 
=A. 


mit wachsendem w nie ab, da bei zunehmendem z jedes einem festen 
-entsprechende Glied nicht abnimmt und kein m abhanden kommt, 
sondern héchstens welche hinzutreten; endlich ist nach Voraussetzung 

lim 7 — 1, 


zL2=0 


Der Hilfssatz 1 ergibt also 
imi) = 1, 


was gerade unsere Behauptung ist. 
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Hilfssatz 3: Es sei l,, b,,:-- eine Folge reeller Zahlen 
mit endlicher unterer Grenze, d. h. 


629 (m= 1,2,By- =), 


wo g eine Konstante ist; es sei 4 eine ganze Zahl >0. Es 
sei ferner x 
Ti! x 
(6) lim | >, by log'**() = 0. 
n=1 


Dann existiert | 
x 


eel: 
lim — b,, 
NO Ce 
5 n=1 
und es ist 


tim 5, =0. 
= 


n 


Beweis: g darf beim Beweise positiv angenommen werden. Ks ist 
D"log’*#(Z) == Otlog =a) + flog'**(2)au 
n=1 1 ‘ 
1 
d 
= O (log*t tz) — [logit 


= att i dv 
= O(log***x) + 24 log*tt0— 
1 
foo} 
; 
~ nf log? +142 
e vw 
1 


co 
=< 
= af -¥wttdy 
0 


= x@I(A + 2) 
(7) =a2(4+1)!. 
Aus (6) und (7) folgt, wenn 
“s +1=e, 
gesetzt wird, wo stets 
eG) 


ist, 
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tn! Ses) =5t1-(+0! 
: = (4+ 1)I, 
lim 5 appr alos **(Z) = 1. 
(ened 


Nach dem Hilfssatz 2 ist also 
4% 
ln aa? 


a AG >. +(a])=1, 


Pa anal 
tn? S.=0, 
n=1 
Hilfssatz 4: Es sei f(s) eine analytische Funktion, welche 
fiir alle endlichen s mit dem reellen Teil 1 Weeulas und so 
beschaffen ist, daB das geradlinige Integral 
1+c7 


{f(s)ds 


1-—«wt 


absolut konvergiert. Dann ist fiir positives « 
; 1+oz 


we * fap(ds —0 = 
Peat 
Beweis: Da 
lta 
jes 'f(s)ds ~ ffl +4ijidt 
1—cz 


- wegen 30%, 
jaf + ti)i| = [fC + | 
gleichmaBig fiir alle > 0 konvergiert, geniigt es, bei festem Ma 


nachzuweisen, daf 
147% 


lim fo r(syds =0 


ci bee ose x 


ist. 0 >0 sei gegeben. Der Cauchysche Integralsatz werde auf 
das’ Rechteck mit den Ecken @©+ 77, 1+ 7% angewendet, wo 
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@ = @(8)<1so.nahe an 1 gewihlt sei, daB fiir @< 6<i,—T<i<T 
die Funktion f(s) regular und 


[if + Ti)|\do <9, 
@ 


af 
fife@- Ti)\do <0 
& 
ist. Dann ergibt sich fiir alle 7 >1 


147% O47: 147% 
ie 1F(s)ds es 1f(s) ds Se 1f(s)ds ee 1f(s)ds, 
1-—T% 1-—T% 
147% 
a-1f(s)ds|< “8-1| flo—Ti)|do+ [29/044 att °-1If (0+ Ti)\ 
1-Ti © sn 6 








ly 
<2d + 29-4 [|f(O + ti)|dt, 
eae 


also fiir alle v > § = &(0) 


Bag ile 


ae eas <30, 


1 Ti 





womit der Satz bewiesen ist. 
Hilfssatz 5: Hs sei v eine ganze Zahl >2, y>O. Dann 
ist, wenn tiber die vertikale Gerade s=2-+4¢7 integriert wird, 


ayei (= 0 ctr Osa ae 
fs as| 


2—cot 


200 Fite 
=e — 471 log Fy TU iy ce 
Fir »v =2 hatten wir das schon im § 49. 
Beweis: Die Konvergenz des Integrals steht wegen 





y? 


yv 











7 @+e)? 
von vornherein fest. 
1. Wenn 0O<y< 1 ist, werde der Cauchysche Satz auf das 


Rechteck mit den Ecken 2 + Ti 1,2+7+ 71 angewendet, wo T > 0 
sel. Da in ihm 
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regular ist, ergibt sich bei geraden Wegen 


247% 24 7-Ti 24+74+ Tt 247% 


qy® y? Ss 
[eas =[%ast [ass [%as, 
al 2-Ti 2-77 . 24+7-Tt 2474+ 7% 
SO 
| 24+ 72 | 
| 1 1 1 
| ids <T-t2l- atl a 
|2—Ti | 
4 
~ gw= i? 
20% 247% 
s s 
Yds =lim fea 
2—cof ones 
an ie 


2. Wenn y > 1 ist, werde der Cauchysche Satz auf das Recht- 
eck mit den Hcken 2+ 7i,— T+T% angewendet, wo T>2 sei. 
Da der Integrand in ae Rechteck den Pol vter Ordnung s = 0 


mit dem Residuum Gein ,log’—ty hat, ergibt sich 
247% —-T-Ti —T4+Tt 247% 
Yds — a yi lo ee: fe rds + {% ds + Yas, 
2-—Ti —-T-Ti oe 
| eee | 
| | Gay a log gy SC4 Tp +r ne auges 
(ewes : 
6T 
<6re 
6 y? 
pat? 
2+ 007% ae ae 
Yds = lim [has 
Taw, 2, ° 
2—cot 2-Ti 
= oi log’-ty. 


Beweis des Satzes am Anfang dieses Paragraphen: Nach Vor- 
aussetzung konvergiert 


( 1) yal ro 
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fiir ¢ > 1, und -es ist . 


bead 
Also ist 
, Dy + 9 
® Se 
=a 


fiir 6 > 1 konvergent; da alle Koeffizienten > 0 sind, ist also (8) und 
daher auch (1) fiir «6 >1 absolut konvergent, insbesondere also fiir 
6=2. v sei ganz, >2 und >x+1 gewihlt. Das Integral 


| getti ala 
}@ +e’ | 2 |; a 
he I eS oat 


on) 


! oo i) 
| 2 | 
fa He ecw See eeen Seal 
- gute v n* 


(ees 





ist wegen 
| Ai + tz 


| 


konvergent; daher ist 











2+a0zt s 
ae fae~ fs > 08 
konvergent. und 
Ztowt 


2 ay 
30, f ae, 


n=1 2—wi 


ferner nach dem Hilfssatz 5 


x 


= Sagi loe"(F) 


=i 


: = gin Dye.toe(2) 


(ema | 


Andererseits ist das Integral 
Ll+wi 


fe feas 


1—wi 


wegen 
|a*| = 
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of) 
~ 034) 


mit Riicksicht auf v > +1 absolut konvergent. Hs ist auch 








und 


L+o/ 2+ 00% 
(10) fe roas={% ras; 
1-—wi 2-—cwi 


denn, wenn zuvor der Cauchysche Satz auf das Rechteck mit den 
Ecken 1 + Ti, 2+ Ti angewendet wird, so hat auf den horizontalen 
Strecken (deren Liinge = 1 ist) der Integrand gleichmibig fiir 7’ = co 
den Limes 0. Also ist wegen-(9) und (10) 
1+0i 
F Q01 ie 3 F(s) 
ehh log’-* (=) fo eo as. 

1—o7 

Der Hilfssatz 4 ist also, wenn in ihm 


f(s) 
Ss Vv 


statt f(s) geschrieben wird, anwendbar und liefert 


ee 


lim + oO as 0, 


zrz=0 
1—cwt 


iat Sme(f) 


Nach dem Hilfssatz 3 folgt hieraus 


i i . 
lim Fy ie) 


was zu beweisen war. 


Vierter Teil. 


Theorie der Zetafunktion mit Anwendungen auf das 
PrimzahI|problem. 


Fiinfzehntes Kapitel. 


Die Fortsetzbarkeit der Zetafunktion in der ganzen Ebene 
und die Funktionalgleichung. 


mye 


Beweis der Fortsetzbarkeit durch sukzessive partielle 
Integration. 


In § 43 hatten wir mit Hilfe der, zunachst fiir 6 > 1, dann aber 
auch auf Grund des Studiums der rechten Seite fiir «6 >0 giiltigen 


Identitit . 
1 udu 
Sy eee ete i Sides 
§(s) rl PS) age 
dss hi: 
1 OTN Gre eal eet Les me 
(Q)  @—1)¢@—1) (s—1)s > eee 
bewiesen, dafs (s — 1)&(s) fiir o > 0 regular ist. Nun ergibt sich weiter — 
udu ua Sy, oa urdu 





(ntuytt a a(n + ut! 2 (n+uyt?’ 
1 








1 
udu | i st+1 (* wdu 
Beta eo aS eae oe 2 { \s+2? 

(n+ u) 2(n-+ 1) J (n+u) 
0 0 


also fiir 6 > 0, da die Somme links und die Summe des ersten Gliedes 
rechts tiber » = 1, 2, . ee 


Me udu 1 oe urdu 
(2) Si ey J (n+ 1) reas Se 


Ri 
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Nun ist die zweite Summe auf der rechten Seite von (2) fiir o > — 1 
konvergent und zwar fiir 6 >—1+0d(0> 0) gleichmaBig, da 

urdu 4 1 

| (n+ ut? = nor? 











ist; das zweite Glied stellt also eine fiir 6 >—1 regulire Funktion © 
dar, sein Produkt mit —(s—1)s also ebenfalls. Das erste Glied 


rechts in (2) ist 4(€(s +1) —1), 


also fiir o >—1 nach dem Friiheren regular bis auf den Pol erster 
Ordnung s=0. Sein Produkt mit — (s—1)s ist also fir o >— 1 
regulér. Aus (1) und (2) folgt daher 


(8) (6-1-1) 1-86 415-1) eS fe Be 
7 














(nu) 
wo die rechte Seite fir o >—1 regular ist. Damit ist €(s) bis 
o = — 1 fortgesetzt und bewiesen, daB 

(s _ 1)&(8), 
also auch > 
SOR a 


fiir 6 >—1 regular ist. 











Weiter ist 
wdw Uae KE s+2 f urdu 
(afar? sapuyth 8 YF inp wit® 
1 
udu ane Fe: So aa wdu 
GES sen Be wy FY? 


also, zunachst fiir 6 > — 1, die in (3) auftretende Summe 


u?du or s = 2 wedu 
Skee eG 4 21) + Se 


Die Summe rechts stellt wegen 
| 











wrdu | 1 


== not ay 


CE ei lhe 











eine fiir ¢ >— 2 reguliire Funktion dar, das Produkt 
= 1 
oe et eo 1) 
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sbontalls a se ewes Stelle = 4 nicht had das erste Glied 
der rechten Seite von (3) 


oe (E(s yy —1) 


nach dem schon Bewiesenen ebenfalls; also ergibt sich ftir «6 > — 2 
die Existenz von (s — 1)€(s) und die Formel 


(@-t6—-)-1—-—- “eerie 





eaoerere yy urdu 
3! 


pee iia s eam 
«< 2, aay, 


Durch Wiederholung dieses Verfahrens erhalt man, zunadchst in 
der Halbebene o > 1, fiir jedes g = 1, 2,--- die Identitit 














6-N¢@s)-1=— "S66 4h 
rm — SAD SEPOEE (66-48) —1) —-- PO 6 +g )—1) 





— (—1s---(6+¢4+1) uitdu, 
(+ 2)! Sees 


Wenn nun die Regularitét von (s—1)€(s) fir o >—q schon be- 
wiesen ist, so stellen in (4) fiir o > — q— 1 alle Glieder der rechten 
Seite reguliire Funktionen dar. Denn € kommt rechts nur mit solchen 
Augumenten vor, deren Abszisse fiir 6 > —q—1 gréfer als — q ist; 
jedes € hat das um 1 verminderte Argument als Faktor, und aufer- 
dem stellt das letzte Glied in (4) wegen 


ult du 
ee 


eine fiir 6 > — q—1 regulire Funktion dar. (s — 1)&(s) ist also fiir 
o>—gq-—1 regular. 

Damit ist durch vollstiindige Induktion bewiesen, da8 (s—1)&(s) 
eine ganze transzendente Funktion ist. 

Also ist auch 


i 
=} no rar? 








E(s) — 


eine ganze. transzendente Funktion. 
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§ 68. 

Andere Darstellung des obigen Beweises der Fortsetzbarkeit. 

Der im vorigen Paragraphen eingeschlagene Weg ist der natiir- 
lichste, der zur Fortsetzung von €(s) in der ganzen Hbene fiihrt; ich 
habe ihn schrittweise ausgefiihrt. Der Beweis la8t sich auch so dar- 
stellen, dafi er nur eine einzige Formel entwickelt und aus ihr suk- 
zessive Schliisse zieht. 

Nach dem binomischen Satz ist fiir n >2 und alle komplexen s 


ao eer a: ((a—) - - 1| 


1 (/s—1 ge 1 (s—1)s(s+1) 1 
=e SP Scar a Ba 7 ++) 

















n n> 
/ s—1 1 (s—1)s 1 oo nse+D 1 
~— 1! rie 2! geet a; mere ae ie 


Fiir ¢ > 1 ist die Summe der linken Seite 
1 1 


Cae ee neat 











tiber n = 2, 3,--- konvergent und = 1, also 
- s—11 (s—1)s 1 (s—1)s(s +1) 1 
nce 1! ee, 2! Tee 3! ae ead, 
— 1s; « Stan” 1 
Se 
n=2 g=0 


Ich behaupte, daB, wenn man die rechte Seite von (1) als 
Doppelreihe 
= 
nyo 
auffaBt, sie fiir o >1 absolut konvergiert, so da insbesondere aus 


(1) folgt: 





Lo Sends e+ a-) YI 





@+D! a nt te ; 
q=0 ie 
@) cae ae (+9 —1). 


Landau, Verteilung der a 18 
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Hierzu ist es hinreichend, die Konvergenz von 


ie -@+a—)| S11 
@-+ 1)! soe nf * 8 


za beweisen, und ‘ies’ ergibt sich aus 


ret abt ed Beck) 52% |s|({s] +4) ---(s| +¢—D 
@+D! eee “i 











So StiGie 1)! 


pat fo a 


1 if 
* g7t4 Si o+ poner 
1 1 1 


mS Pr ein | 92 


il 
Ser a 


nebst 





yoa< 
n=2 








ee Ce 
ie ee? 
da hiernach 
\(s—1)s--.6+q—1)} i 6 ea Gaal oe 
@+0! Der Sema 9) 








ist, wo die Summe der rechten Seite iiber alle g konvergiert, weil’ 


SCM 54 


eine konvergente Binomialreihe ist. 
Aus (2) folgt nun fiir 6 > 1 


1 = (s — 1)(&(s) — 1) yee St aoe (gs+q)—1), 





@) G6 = ee a ST be +0 -2. 





Allgemein sei schon! ieee daB (s — 1)&(s) fir ¢>—a, wo 
a—=-—1 oder =O oder positiy-ganz ist, regulir ist. Dann wird (3) 
lehren, daB (s — 1)€(s) fir 6 >—a— 1 regular ist. 
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In der Tat ist zuniichst klar, daB jedes Glied der rechten Seite 
fiir 6 >—a—1 regulir ist, da alle auftretenden Argumente von 
gréBer als —a sind und £(s + q) jedesmal den Faktor s + q — 1 hat. 
Ferner ist leicht einzusehen, daB die Reihe auf der rechten Seite 
von (3) in dem endlichen Gebiet 


Ge OS by sh. 
wo r > 0 fest ist, gleichmafig konvergiert. In der Tat ist fiir g>>a +2 





\és+q)—1|= 








Z 1 
DA ee 


1 du 
< gi-—a—-1 al prere 
2 


it 1 
q—a—291-4-2 








1 
ps gi-a—1 + 
1 if 


~ 994-2 a gi—a—2 


gt+8 





ae? 
also 


ae i Saag) ey rr t)---(r+q—1) 
| @+D! (is + 9) Yis¢t+h * 


gat 8 





94 
=2 64 )(7 CD 


wo die rechte Seite das allgemeine, von s unabhingige Glied einer 
konvergenten Binomialreihe darstellt. 

(3) lehrt also durch vollstindige Induktion, daB (s — 1)£(s) eine 
ganze transzendente Funktion ist. 

Aus (3), aber auch schon aus der Formel (4) des vorigen Para- 
graphen, ersieht man durch vollstindige Induktion, daf 


§(0), (= 1), c(— 2), tes 


rationale Zahlen sind. In der Tat ergibt (3) fiir s = 0 
18* 
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(0) =) = das 
§(0) © act qs 


alsdann fiir s = — 1 
IGep —) 21 Se ee 
—2(-1) 41-48-45, 
(-=-H-1+3-4 





? 


alsdann fiir s = — 2 


} =e O( S(O) eet) ee 
ay Bad = 8\(— yt £) (— 8)(— 2)(—1) 
~ — C3 (4-1) -S edd) 








24 , 
—8e(-2) +2—9-$44 
at 2: 
2) ad 


usw. Hier begniige ich mich damit, darauf aufmerksam zu machen, 
da8 sich so €(—a) fiir ganzes a >0O sukzessive als rationale Zahl 
ergibt. Den independenten Ausdruck werden wir spiter” auf be- 
quemerem Wege herstellen. 


§ 69. 

Eine Hilfsformel aus der Theorie der Thetafunktionen. . 
Auf viel kiinstlicherem, aber weiter tragendem Wege lat sich 
die Fortsetzbarkeit durch eine andere Methode erweisen, welche zu- 
gleich eine wichtige Funktionalgleichung zwischen €(s) und €(1 —s) . 
liefert. In dieser Funktionalgleichung wird sich der Quotient 

eos) 

5(8) 


als durch die klassischen analytischen Funktionen ausdriickbar heraus- 
stellen. 





In diesem Paragraphen schicke ich den Beweis einer Identitiit 
voraus, welche eigentlich in die Theorie der linearen Transformation 
der Thetafunktionen gehért, aus der (wie tiberhaupt aus der Theorie 
der elliptischen Funktionen) ich nichts voraussetze. 


1) In § 70. 


§ 69. Hine Hilfsformel aus der Theorte der Thetafunktionen. il 








Da es genau dieselbe Miithe macht, beweise ich die Identitat 
hier gleich in einer etwas allgemeineren Fassung, welche erst bei 
spaterer Gelegenheit zur vollen Anwendung kommen wird. 

Ich brauche hier fiir alle x > 0 die Identitit 


1+ 2 ewe = sie (1 - aye |, 


t= oe 


d. h. 
= n* 70 . 


(1) ay en ete Vi Se x 


n=—oo rn=—co 





und beweise gleich allgemeiner den 
Satz: Fiir alle x >0 und alle reellen a ist 


co 


sy Ae a Ree 
(2) Dee en De * cos (2n7a). 
- a 


Va bedeutet natiirlich hierin den positiven Wert, und (1) ist fiir 
« = 0 in (2) enthalten. Die (absolute) Konvergenz beider Seiten von 
(2) ist von vornherein klar. 

Beweis: Die Behauptung (2) laBt sich auch so schreiben: 


co co 


—nrntex—-Inntax 1 Lara <n Zan nia 
(3) € aa e : 


u=—cO n=—O 


denn die rechts hinzugefiigte Summe 


o 


A Ree 
DEE * 4 sin (2m) 


n=—-w 


_yerschwindet natiirlich, da der Summand eine ungerade Funktion von 
m ist. 
Wenn s =o +i eine komplexe Variable ist, ist 


—H2“s?—-2Haxs 
é 


eine ganze transzendente Funktion von s, also 


—nmx“s?*-2naxcs 


Dopttts ' 


eine meromorphe Funktion von s, welche alle ganzen Zahlen s= 7 
(und nur diese) zu Polen hat, und zwar ist s = ein Pol erster Ord- 
nung mit dem Residuum 


1 —n?ne—-2nnaw | 
2% a 
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— das allgemeine Glied der zu unter- 
suchenden Reihe auf der linken Seite von (3); den Wert dieser linken 
Seite nenne ich (x). 

Die Anwendung des Cauchyschen Integralsatzes auf das Recht- 
eck mit den Ecken N+ 4+7, —(N +4) +7, wo N eine positive 
ganze Zahl ist, ergibt also bei Integration im positiven Sinne 


—ntxs—2rnaxs N 
@ ee DP Roda a 
grate 1 — ’ 
» —_ 
n=—WN 


Die rechte Seite konvergiert fiir N = co gegen 2(x). Ich behaupte, 
da8 die Integrale iiber die senkrechten Rechtecksseiten jedes einzeln 
den Limes 0 haben und daf iiber jede horizontale Seite einzeln vom 
Unendlichen ins Unendliche integriert werden kann. In der Tat hat 
erstens jede der senkrechten Strecken die Linge 2, und wegen 


das ist, abgesehen vom Faktor 


e278 —. pt22i(N+4) p27 


ist auf jeder senkrechten Strecke (s = + (N+ 4)+¢#i, —1<t< 1) 


Fn pear rks eo meR { (4(W4+4) 442)" } F2zax(N+4) 








= en ZeNt+ P+ axl +22 \e| a(N+4) 


Pd pe teN + natin a|2(V+4) = 


was unabhangig von ¢ ist und fiir N= oo zu 0 strebt, so da der 
Integrand gleichmiibig gegen Null konvergiert, also die senkrechten 
Integrale gegen Null konvergieren. Zweitens ist das Integral itiber 
die Geraden t= +1 von 6=—oo bis 6=co konvergent (sogar 
absolut), weil dort 


e tte +nret+2ni|a| x\o 











| ep 7es —2roxs | = 4 Sa ee fir t= 1, 
| ertis_ 4 | eto + 1x +27 \a| x \o| 4 
ire: fir ¢=—1 
vs e~—1 
ist. Daher ergibt sich bei geraden Wegen 
poe oo+¢ 
—ntxzs*—2naxs * tes —2raxs 
» o3-( 
an = (SS ae Se 
er tts _ 4 - ee? es 


—ce $ —ofi7 
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Im ersten Integral ist 





27s 27 
je""|—e 
ly 
also 
— 60 
1 oe, pie 
Qi a 
ertis__4 > ? 
n=—1 
; —o 
—2xs*—2rnaxrs 
é —ntxs?—2nHaxs+2nTis 
Qi — é ° 
ertis 4 
n=-—1 


Die gliedweise Integration dieser geometrischen Reihe iiber die un- 
endliche Gerade ist gestattet, da die Summe der absoluten Betriige 


—o~ 
—mxes*—2raxs | 








| —zaxs?—2raxs| Inn le 
1é 4 « = 
| : ? r 2 70 1 
n=—1 ce pet 
4 e tee +naxt+272\a\ x \o 
< 
se 2a—9 
ist, also von 6 = — co bis 6 = o integriert werden kann. Also ist 
ot ls coe 
ao es —t“s*—2n(ex—ni)s 
Ses = > € ds. 
e ts fi 
—«o-t a esa g 


Ebenso ergibt sich fiir das zweite Integral in (4), da dort 


enzt2) = e-27 
Fok, 
also 
oo 
AML a> aan eas e2nmis 
eis __ 1 $ 
n=0 
ist, 
ot? aa oti 
e Mes —2naxs 
= ds = — > e7 mes —2n(au—ni)s |g 
er mis __ 1 = 
—wt+t N= VY cot 
Zusammengefaht ist also 
0 cots 
2(2) eZ > fersse-txtoxnnos ds, 
N= —O_ cote 


wo fiir <0 das untere, fiir n >0 das obere Zeichen gilt, also 


a ni\2 ett ni\ 2 
te) e——— SEE Do pt YA 


(6) LQ? ue ¢ =) ds. 


ae —aoti 
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Ich behaupte, daB alle in (5) auftretenden Integrale denselben 
Wert haben. In der Tat hat jedés, 
Sap i= a =U 
gesetzt, die Gestalt 


(6) f emer dy, 


wo w eine horizontale unendliche Gerade der w-Ebene von links nach — 
rechts durchliuft. Das Integral (6) ist von der Ordinate dieser Ge- 
raden unabhiingig; denn, wenn der Cauchysche Satz auf das Recht- 
eck mit den Hcken + w+ 4,1, + w-+ 4,2 angewendet wird, wo w > 0 
ist, so hat bei festen ¢,, 4,, wenn w unendlich wird, der Integrand 
auf jeder der beiden senkrechten Rechtecksseiten mit den Abszissen 
+w von endlicher Linge ( ¢, —#,|) gleichmaBig ftir w—oo den 
Limes 0, wegen 


| e7 u(Lw +¢%)? | — e-tew + na? 


aa on Hew + 22 (Max.(\4), |te ))? 


Also ist jedes der unendlich vielen Integrale in (5) gleich dem reellen 
Integral 





- Te) 
ae 
, Va 
(5) liefert also 
1 —y ma(a—i)" 
(a) = — 23 € : 
Ve were 
co 4 
1 UPL —n?——2nnria 
<= Pee , 
r=—oO 


womit (3), also (2) und (1) bewiesen sind. 
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§ 70. 
Beweis der Funktionalgleichung der Zetafunktion. 
Satz: Es ist 
=a 
ooo r(g)= £6) = £(0) 
eine ganze transzendente Funktion und gentigt der Funk- 


tionalgleichung Teese 
=o ON (SG: 


Beweis: Fiir reelle s > 0 ist 


Is) = fe Sk ‘dy, 
: also, wenn » positiv ist, ~ . 
4 : =U sri 
r(s) = ~ fe" dy 
—W LL =r 
fs (Pan) nadx, 


$ 
=_ ——I] 
(1) 2 —T( >) =a otf “ = ee an. 


Wenn s > 1 ist, ist die Summe a linken Seite von (1) tiber n = 1, 2,. 
konvergent, also auch die Summe der rechten Seite. Da alle Tlasente 
positiv sind, darf rechts die Summation mit der Integration vertauscht 
- werden, und es ergibt sich fiir s>1 


(5) eee 
rs) M0) — fo ‘Se ie 


n=l 
also, wenn = 
—nN* 7x 


= (2) 


Mit 


r(3)r? €(s) = fa? (aaa 
0 


Le Ps OW ¢ 
=i) x? (x) dx + fa ' @(w) dm. 
0 1 


gesetzt wird, 
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Nun ist on der Formel (1) des vorigen Paragraphen fiir «> 0 
1 Be 
1+ 20(«) = val + 20 (=), 
1 a 1 1 
Ne ae o(—)—3 T oye? 


1 
also, wenn dies in ce eingefiihrt wird, 














i! san Pe =-1 d 
fof a 7a” (=) rt aylaet fe a(x) dz , 


folglich, da die ae 








: $ 
St 1 
fe diz = — 
Ss 
. 2 
2 
iis 
und 
: s 
Sil F) 
fe —dx¢= : 
ieee, Ve 2 
2 
Rag ee 
existieren, 


3 


1 fo) 
re = — Ft stat for fo(Z)ae tf Feeds. 
Sea fe) : Fo(e)(— te) 4 fat CE 


Q re *@-gip- af (a are etna 


Dies gilt fitr reelle s>1. Ich behaupte nun, dafi die rechte 
Seite von (2) fiir alle komplexen s konvergiert und eine ganze trans- 
zendente Funktion darstellt; damit ist dann zunichst u. a. die Fort- 
setzbarkeit von §(s) in der ganzen Ebene von neuem bewiesen. 

Zunachst ist klar, da fiir jedes feste endliche 7 >1 das Integral 


ar ae : 
(3) Ser + ye lees 
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eine ganze transzendente Funktion von s ist; denn es ist der Inte- 
grand die ganze Funktion 


(eae 7~*) — log» oS = log x 
Gs ee) ORG) =e. owe) 7? arto) 


= gt oh ae . 
= 5 {(—Floge)"2” 7 o(2) + (Slog a)"2-*o(z) }, 
n=0 ; 

und die Integration nach xz, welche (wegen der gleichmifigen Kon- 
vergenz fiir 1<x<vy) gliedweise gestattet ist, ergibt als Koeffizienten 
von s” 

1 
ie 4 log x)" 2 (a) + Glog x)'a-*c(«) | dx, 


1 


- - % rd r 
was, wenn A eine obere Schranke fiir w(x) im Intervall (1--- 7) 
bezeichnet, absolut genommen 
eee 


n! 


ist, also absolut kleiner als der Koeffizient einer bestandig konver- 
genten Potenzreihe. 

Andererseits ist in jedem endlichen Gebiet der s-Ebene das Inte- 
gral in (2) die gleichmiBige Grenze des Integrals (3) fiir 4 = 00, da 
ja in jenem endlichen Gebiet fiir alle x>1 

8 


Ma" Coie a ity 
< 2x" 





0 
2 


(a konstant) ist und 


[22% a(«)de 
1 





wegen 
eo 
0 (2x) a DAs nme 
n=1 
= 1 = 
en * 4 
konvergiert. 


Daher ist die rechte Seite von (2) eine ganze Funktion von s, 
also auch die linke Seite 


(4) | r(2)a 7¢(s) = G5? 
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da nun die rechte Seite von (2) ersichtlich ungedndert bleibt, wenn 
s durch 1 —s ersetzt wird, so gilt dies auch von der Funktion (4), 


also, da s(s—1)=— s(1 —8) 


die gleiche Higenschaft hat, von der ganzen Funktion 
ee = 
se r(g)= *£s) = £0), 


womit der Satz bewiesen ist. 
Was bedeutet er fiir £(s)? Zuniachst, daB £(s) meromorph in 
der ganzen Ebene ist und der Funktionalgleichung 








8 i—s 
ee ite -— 
(5) r(s)x £(s)—T'| s-)z * 60-8) 
geniigt. Ferner, da P 
(8 — 1)£(8) = 778) 
SUG, 
ros 
Sete 
r+?) 
ist und 
eet ea.) 
s 
r+?) 
eine ganze Funktion ist, dai 
(s — 1)&(s) 


ganz ist. 

Weiter: €(s) verschwindet bekanntlich nicht fiir «6 > 1, die rechte 
Seite von (5) also nicht fiir 6 <0, da die Gammafunktion nirgends - 
verschwindet; also verschwindet auch die linke Seite nicht fir ¢<0. 


Dort hat ie) die Pole erster Ordnung s = — 2, — 4, ---, allgemein 


— 2q (q positiv-ganz). Das sind also Nullstellen erster Ordnung yon 
€(s), und €(s) hat, da die linke Seite von (5) nicht verschwindet, sonst 
keine Nullstelle in der Halbebene 6< 0. Aufer den Nullstellen 
—2q gehoren daher alle etwa vorhandenen Nullstellen von €(s) dem 
Streifen 

Ose sot 


an. Der Punkt s—0 ist keine Nullstelle, da sonst die linke Seite von 
(5) dort regular wiire, was ftir die rechte Seite nicht zutrifft. 
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Ubrigens wissen wir aus § 45, daB fiir jede Nullstelle 
6 <1 


ist; die Funktionalgleichung (5) lehrt also, daB fiir jede von den 
Nullstellen — 2q verschiedene Nullstelle 


O68 aL 
ist. Doch ist diese Kenntnis fiir die nichstfolgenden Betrachtungen 


ohne Nutzen. 
Ich erwiihne noch, daf fiir 0<s<1 wegen 


> udu 
SU San eke ae ee 

aa Se eee ~ udu 
Teer acy ee 








4 
oder auch wegen 
(—2)f() 1-3 +5---- 
Pau 
die Funktion £(s) negativ, also 
f(s) +0 


ist. Die etwaigen Nullstellen des Streifens gehdren also dem Inneren 
der oberen oder unteren Halbebene an. 
Die Funktionalgleichung (5) laBt sich auf Grund bekannter Higen- 
schaften der Gammafunktion in eine bestimmte andere Form tiberfiihren: 
Satz: Es ist 


gi-—s)= a cos ~ T(s)£(s). 
Beweis: Bekanntlich ist 


I(s)T(1 —s)= 


sin mS 
und Z 
_ P()P(e t+ }) = 2V2- 2" (2s); 


also ergibt sich aus (5) 
§ 
ze (2) a7 


fs) = oe &(8) 














te 
=e ey ae 
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S71 
coe —— 


= 2Vz-2'T()— a? “e(s) 
Waa sp 00 5 °% T'(s)£(s) - 


Mit Hilfe dieser Funktionalgleichung will ich den Wert von £€(s) 
fiir negative ganze s bestimmen, von dem wir iibrigens schon aus 
§ 68 wissen, daB er rational ist. Fiir gerades negatives s hatten wir 
schon oben Null gefunden; fiir s = — (2q¢ — 1), wo q ganz und g>1 
ist, ergibt sich 


6é(— (2¢—1)) = 61 — 2q) 


2 
che eal cos ga I'(2q)£(2q) 


= Gan Yea DS 


Nun ist bekanntlich, wie z. B. aus 


foe) 


82 
sins = | bse 








r= 
Soe 
cte s = as 
oo sins 
—2s 
wo 
1 mu? n? 
aurpce Be 
n=1 ie ae 








r= — 


mn? 


-i-2 > Gay 0 <|s|<a) 


n=1Q= 


in Verbindung mit 
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Lae 
ctg s = aa Oa 
Crna ee 

=~ +Ays+4A,s®+--- (0 <|s| <2) 


durch Koeffizientenvergleichung folet, 


ao 


FD 
a4 nt 


n=1 
eine rationale Zahl, welche mit 
oe SB, 
. @Q)! 
bezeichnet zu werden pflegt, wo B, die gte Bernoullische Zahl 
heift; daher ist 


6(-@¢—) -4,(— '@q—-D!5 eae 





~ (2q)! 
_ (—1' B, 
ae Cree 
ch. ae 
pas 1s 
5 oe a Sy, = 
aes; 
at 
=o) — 
ES 
= 420? 
eee sl 
(= 5" 
a eo 
252 ? 
Ae 
(7-2 
pant Six. 
= 240 
usw. 
8 71. 


Einfiihrung der Funktion =(2). 


Wird in der ganzen Funktion §(s) statt s eine neue komplexe 
Variable z durch die Gleichung 


=i+2 
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eingefiihrt und - 


£ (s) = E( + 2’) 


- 5) 
gesetzt, so geht wegen 
&(1 — s) = &( — #4) 
= 5(—2) 


die Funktionalgleichung 


E(1 — s) = E(s) 
H(— 2) = (2) 


tiber, d. h. F(z) ist eine gerade ganze Funktion 


ea) 
(2) = >a,2". 
n=0 


Was wissen wir tiber die Nullstellen von E(s), d. h. von (2)? 
Wegen 


S82 r(G)x *&(s) = &() 


ist jede Nullstelle von &(s) Nullstelle eines Faktors links. r(3) a 


hat keine Nullstelle; weder s = 0 noch s = 1 ist eine Nullstelle von 
E(s), da r(3 bzw. €(s) dort einen Pol hat; die negativen Nullstellen - 
(erster Ordnung) — 2q von €(s) auch nicht, da rs) dort einen Pol 


hat. Resultat: Die Nullstellen von &(s) sind identisch mit den dem Strei- 
fen O<6<1 angehérigen, tibrigens nicht reellen und nicht auf dem 
Rande des Streifens gelegenen Nullstellen von €(s); natiirlich tritt 
jede mehrfache Nullstelle in derselben Vielfachheit bei beiden Funk- . 
tionen auf. Insbesondere ist 


5(g) + 9, 
dy = (0) + 0. 


&(z) hat also nur nicht rein imaginire Nullstellen z,, deren ima- 
gindrer Teil zwischen — 4°und 4 liegt (sogar exkl. der Grenzen), und 
die Nullstellen s) von €(s) im Streifen 0 < 6 <1 sind eben die Punkte 


Sy = F + Si. 
Ob es nun wirklich Nullstellen von F(z), d. h. nicht negative 
Nullstellen von £(s) gibt, werden wir bald entscheiden. 


CEI 
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Vorlaufig begniigen wir uns damit, festzustellen, daB A(z), d. h. 
&(s), jedenfalls nicht konstant und auch keine ganze rationale Funktion 
ist. Denn in diesem Falle wire fiir ein gewisses m bei positivem s 





lim & _ 9, 
=~ 3 
es ist aber fiir s> 1 
s(s—1 Ss Set 
(s) = “S r(5) x 7K) 
oo Poe Se, 
> = ub duin 7-1 
v , 
s(s — 1) Lae ree we 
= 3 uw du+ 
- . 2 - P 
Be 1 ie ae 
4 se : fe du-a ” 
anges ste a? 


log (s—1) —log2 + logs —s —— log x 
=€é6 ) 


was s” von einer gewissen Stelle an iibertrifft. 


In ioe) 
Be) =>) 4,2" 
n=0 


sind also unendlich viele a, von Null verschieden; wird noch ~ 
2— o£ 


gesetzt, so geht 4(z) in eine ganze, nicht rationale Funktion von a 


et B(e) = 9(2) 
=> a," 
5 n=0 
Ich bemerke noch, daf die a, siamtlich reell sind. In der Tat ist 
&(s) = 6(1 — 8), 


also speziell fiir reelles v 
Eq + 07) = 8G — 0%); 
da andererseits (4+ v7) zu &({ — v7) konjugiert ist, ist §(} + v2) 
reell, folglich (2) fiir reelle z reell. 
Landau, Verteilung der Primzahlen. iif) 
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§ 72. 
Anderer Beweis der Fortsetzbarkeit der Zetafunktion tiber 
die ganze Ebene und der Funktionalgleichung. 


Im allgemeinen gebe ich fiir alle auftretenden Sitze nur einen 
Beweis und werde z. B. fiir den Primzahlsatz sowohl den Hadamard- 
schen als auch den de la Vallée Poussinschen Beweis unerwihnt 
lassen; aber wegen der Wichtigkeit der beiden Grundeigenschaften 
der Zetafunktion und wegen der Hinfachheit des Folgenden will ich 
hier noch je einen anderen Beweis derselben angeben; namentlich 
der fiir die Funktionalgleichung ist sehr interessant, weil er zwar 
langer, aber durch Vermeidung der Thetaformel elementarer ist als 
der im § 70 gegebene. 

Anderer Beweis der Fortsetzbarkeit: Fiir s > 0, n > 0 ist 


I'(s) =| e-*2 dx 
0 


eo 


= | eo ™(nx)y='ndz, 


0 
foe 
i 1 
ee =—n2x vs—1 
ne TNS) afi Cena, 
0 


also fiir s > 1 bei Summation tiber nm, da alle Elemente positiv sind, 
- 1 i . s— = — NZX 
awn Tef a De dx, 
n=1 0 n=1 


‘ 5 s-—1 
(1) E(s) = raf ate 
0 


Das Integral konvergiert offenbar in jedem endlichen Gebiet der 
Halbebene 6 > 1 gleichmiBig; das Integral stellt also, da 


il 


* si 
sf — dx (y7 > 0) 


Be saiil 
0 
atenbar fir 6 > 1 regulir ist, eine fiir ¢6 > 1 reguliire Funktion dar. 
ré ist eine ganze Funktion; also ist (1) fiir o> 1 giiltig?. Um €(s) 
fortzusetzen , ist es nur notig, die ftir 6 >1 durch 


1) Was auch direkt festgestellt werden kann, wenn man die Integralgestalt 
der Gammafunktion auch fiir komplexe s der Halbebene 6 >1 verwendet. 
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co 
oy 
& 
| a7 ae 
e—1 
0 


definierte Funktion fortzusetzen. (Natiirlich soll herauskommen, dab 
diese Funktion in der ganzen Ebene meromorph ist und in jedem 











von 1, 0, —1, — 3,—5,--- verschiedenen Punkte regular ist.) 
Fiir ¢g>1 ist 
jis -d i “a coer 
“= | ——ads a ome ne 


Hierin konvergiert ie 


> sol 
fea 
as eo rl. ) 
fiir alle’s und ist in jedem endlichen Gebiet die gleichmaBige Grenze 
der ganzen Funktion 





(2) 


yi 
- 8-1 
| a dx 
aH 
i 
fiir 7 = oo. (2) stellt also eine ganze Funktion dar. 
Nun ist fir 0< |x| < 22 





1 
GF ih 





eine regulire analytische Funktion von #, die ftir =O einen Pol 
erster Ordnung hat. Daher ist fiir 0 < |x| < 2a 


1 ¢ 
P= ob yt Gk Oya? 


ev —1 
dies gilt insbesondere fiir 0<«%<1 und zwar so, daB die Reihe 
CG tae + ex? +--- 
fir 0<a%<1 gleichmafig konvergiert. Fiir ¢ >1 ist also in 








1 pe 
neat * 
j= dam f (cat-* + egat* + Ge +qaeti+t.-.jda 
0 


gliedweise Integration gestattet, also 


Cat ae © 
je dz =~ _+4 dearae eer s+2 Sinan ° 


=I 
0 





Oe 
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Hierin ist noch 


1 Py gt nee 
Col Van oo === 0, 
da 4 
ae 
aA 2 











1 * &” A 
SE Ty eee oe 
ot 2 ee or ® 
=—14+—;+} 
<a 1 x a 
= 1 
ge - 


In der Gleichung 


1 


a c e, C, S é, 
(3) {2 Dai Hee Speco oes oe 
0 











ist nun die rechte Seite in jedem endlichen Gebiet der Ebene gleich- 
mifig konvergent, wenn aus ihm die Punkte 1, 0,— 1,—3,—5,--., 
soweit ihm angehérig, herausgenommen werden. Denn es hat ja die 
Potenzreihe 


G +42 +07 +--- 


den Konvergenzradius 22, so dab 
foe) 
2 
21% 
n=0 


konvergiert. Also stellt die rechte Seite von (3) eine in der ganzen 
Ebene meromorphe Funktion dar, die in jedem von 1,0,—1, —3, —5,-:- 
verschiedenen Punkte regular ist und in jedem dieser Ausnahmepunkte 
hdchstens einen Pol erster Ordnung hat. Die durch 


1 
1 ks 1 
SE EE af 
vole 


fiir o > 1 definierte Funktion ist also in der ganzen Ebene mit Aus- 
nahme von s= 1 regular, die durch 


foo} 
1 raieeds 
——(d1% 
tad Coe 
0 


fiir 6 > 1 definierte Funktion €(s) also ebenfalls. 
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Aus der Sunset: in Agr ganzen Ebene gira Batpsilime 


Cs 


e(s) = raat? S RestUTS rae parelar gs ei ft 


ergeben sich nochmals die uns schon bekannten Werte von €(—m) fiir 
ganzes m >0(Q: Bekanntlich ist” in 


oo 


eras, < +62" (0 <|a|< 22) 











e —1 
n=0 
c=1, 
GQ=— 4 
und fiir ganzesgq>1- -*¢ - 
G,=9, 
fe q-1 By 
Goa (1) (Qg)!" 
Ferner hat I'(s) im Pol — m das Residuum 28 , da 
14 
te) a aisha? 
: : wD 1 _ 8s-+m 
Mins 98) ENB) rer py BO cin oe 
Na fetid 





m! 


1) Dies stimmt mit der Bezeichnung B, im § 70 bei den Koeffizienten der 





Reihe 
nN eI 
1 Mee wir oe 
S Heya eat oe phere (g—1) ) 
ctg s ; 2s @p! 8 (O9< |si\<iz) 
g=1 
tiberein; denn aus dieser Gleichung a s=— ee gesetzt, im GebietO< 2 <2z 
nt 24 277 B, See xii} 
ao(- 2) ee 
£ aa es 
g=1 
e AA i By 5 
ae Soy cs 2q—1 
D re aes ) Op Nee . 
qg=1 





os 1 
Ae ae SN Pe 
Fees | Ie: (2q)! ; 
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ist. Daher ergibt sich 
lim (s — 1)€(s) = 1, 


s=1 


[O\= 3 
und fir ganzes g >1 
ot 2¢) = 0, 
(2q—1)! q—-1 By 
Pe et es 
pas] 


wie wir schon in § 70 gefunden hatten. 
Beweis der Funktionalgleichung: Hs ist fir 0<s<2 


co 

nF er 
{au ages 
0 2s 


wie sich folgendermafen ergibt. Nach einer schon in § 70 benutzten 
Formel ist in der ganzen Ebene 


co 


1 1 
cigs => —28 Dae 











w= 
1 = 1 1 
Sey Creare een) 
also ; ot 
1 : iL 1 
Chg 8 any 2 ia f oe aoe 


(was natiirlich nur noch bedingt konvergiert), folglich 


tg s = otg (5 — ) 











1 ih 1 1 
2 y ans tox ee 2 
2 Sc te Gee noeae eee 
1 $x 
fe 1 ace 
wea + tg*s 
1890 2 Sx 
sin — a, 
A 2 tg 7 


ww smu 7 Sa 
sev raat y 27 








ee 1 1 1 1 1 uf 1 1 1 

i pea? Gace 6+s | 3) Ge ee 
1 ah Ws 1 +, 1 1 1 il 1 1 

aia 2-3 ray Were Bere SO oe 
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Andererseits ist fiir O0<s <2 
a s—1 
x 
Jipee 
0 
offenbar konvergent und 


io°) 
s—1 


1 
Cee Le 7 
x x 
=f eeete t | Baad 
0 1 
0 


AN Sek 
ee i d 
: ced a) 
1 y? 
Sa 
6 Sepia de 





1 


1 
s—1 1—s 
x x 

Gad ie ws ae ol Grae, Vat 

9 0 

1 1 

=f (tat tp aott8—...)da+f (at-*—a8-9 +4 a8"... da. 

0 0 


Die gliedweise Integration beider Reihen bis 1 hinein ist nach dem 
Abelschen Stetigkeitssatz iiber Potenzreihen erlaubt, da die unbe- 
stimmt integrierten Reihen 





a git? git4 
s Pay ee GUM Sr cn 
und 
pens a eae 


Ee Tm ar ee 
abgesehen vom Faktor x bzw. 2-* gewohnliche Potenzreihen sind, 
welche fiir «= 1 konvergieren. Hs ergibt sich also 
co 


feoe- (; aa ete) ? Cia 


0 








1 1 1 1 1 1 
se ees ay. foe eo 





a 


DSW 
2 sin — 
2 





296 XV. Fortsetzbarkeit und Funktionalgleichung der Zetafunktion. 








Nun ist - 7 


fiom 








2 sin >” a 
1 i 9 gi 8 
emia acs n er 
0 


Dies galt fir 0<s<2 und liefert fir 1<s<2 weiter, da die 





Summe der linken Seite iiber n = 1, 2,--- konvergiert 
ae 
sO a2 
n=1 
2 sim — 





2 D\gee 


Diese Gleichung gilt auch im komplexen Streifen 1 <6 < 2, wo ja 
fiir ein solches s = 6 + ti die Summe der Integrale der absolaten Be- 
trige rechts mit der obigen Summe fiir s =o identisch ist, und es 
darf wegen der Konvergenz von 


> f letra 


n=1 





Fir 
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auch die Summation mit der ee vonatiaant werden. 


1<o6< 2 ist also 


a fo Se pe gat 


Mom 





Nun ist bekanntlich” iiberall auf dem Integrationsweg 


ert 
= A 
% 3 = 42 2S 2 3? 


n= 1 








also 
oy é 2722 
i -¥ ae +1 Ta \eel 
2 mito?  \ Ane 24? 
n=1 


e folglich. fiir eer Oa PDE. 
c De Sof Sts 


sin —>- 212 
p= | (aq tt —1)ards 
3 0 : 


sin =” 
ae if ei - 8a\ (a \ "dz 
or Tu —— P= SS —— 
x 27 27 





foal 


ati fog Sa a ee ee 
: =(2%)*—4 sin Ges — =) au ax 
LoD es 1 =) 2 se 
(4). = (2a)-*s wis (GH =| reart fC 2) ada): 
Andererseits ist fiir 6 > 1, wie oben festgestellt wurde 
Gia te [SO g : | 
. ()=—re@ Jeni 
0 
ee A 1 = 1 
AY Bk ct Py "2a" 
oe, ee ees aa +f e— 1 dn) 
1 


1) Dies ist mit der Formel | 


Ss 1 
he ee sae 
ctg s ; i eer 3 


j= 1 











identisch; in dieser braucht nur s = zix gesetzt zu werden 
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und fir 0< |4|< 22 














1 (a, cid , Cie eo 
eee mee on TeX 7 eae 
also, 
2¢, = 0, 
gesetzt, 
2 2 5 : 
(6) es 1 +b, + b,%° + bs? + 
(7) ett _ 2 _ bet bart bet: 
aa 
wo 
[by by) ae [Ope = 
konvergiert. 


Fiir 6 < 2 ist nach (7) das in (4) zuerst auftretende Integral 


1 
AG. sy ae=f She arte de 
(8) Sie, 


w=1 





fiir ¢ > 1 ist das erste in (5) auftretende Integral nach (6) 


1 il i 
aa : ent) sl 
ate oe 1 + Qian a ea de 


o Se 


ferner ist fiir o > 1 das in (4) zuletzt auftretende Integral 


SGa < 4 wee =able = 2 + 1)a-*dex 
(10) = fia ee Me 


Die rechten Seiten von (8) und (9) stellen in der ganzen Kbene 
meromorphe Funktionen dar, das zweite Integral in (5) und das Inte- 
gral in (10) ganze Funktionen; also ergibt sich in der ganzen Ebene 
(exkl. der Pole) aus (4), (8) und (10) 











§ 13. Hilfssatz viber den reellen Teil einer analytischen Funktion. 299 








. : — b, : a 
(11) €(s) = (22)'-* sin °F ( es Me 1 da), 
aus (5) und (9) . 
al < O, 1 2 i 
@) (0) —arg( Dp —¢ i +2 fa). 
1 


n=1 





w=1 





Die Klammerausdriicke in (11) und (12) gehen ineinander iiber, wenn 
man s durch 1 — s ersetzt; daher ist 





Se — ater = 5): 


(2 CES ee 
(22) sin 


(1 —-s)'=p- = 50 
2 (2m)'~ * sin ra —s) 





&(s) I(s) sin sx 


at - Sw “14 
2(27)$ Se Ba 





= na cos st EBye(sy 


Sechzehntes Kapitel. 


Uber die Existenz der nicht reellen Nullstellen von S(s) und die 
Produktdarstellung der ganzen Funktion (s— 1) &(s). 


§ 73. 
_ Hilfssatz tiber den reellen Teil einer analytischen Funktion. 


Satz: Es sei die analytische Funktion F(s) fiir |s—s)|<r 
regulir und A das Maximum von & Fs) fiir |s—s,|=r, dh. fiir 
|s—s,| <r. Hs werde 


F(s)) = B+ yt 
gesetzt, dh. 
RFs) Sap» 
3 F(s) = y. 


\Es sei 
0.< 9<%. 
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Dae ist fiir ere = 
ee 
| F(s){< |v} + | Ble SAC 








und 
R(e)| <|a|7t2 
Beweis: 1. Wenn F(s) konstant ist, ist 
p= 4, 
| HF(s)| =| 8 | 
_ |B | = Te a ee pt von 
a 
Sl Pa eaae ery 


| F(s)| < |v) + | REG) 
if oP Oty ey a ee 
< Witt’), > Ae, 


2. Wenn F(s) nicht konstant ist, ist bekanntlich 
pA 
Es) —B—7t 
AS) = Fo) + §—7i—2 


= FO—4—-C+n—A) 
Hs) — A + (6 — yt— A) 


also die Funktion 








fiir s—s) <~r regular, da ein Verschwinden des Nenners 
O=RF(s)-A+B—A 
<A—A+B-—A, 


A<86 

bedingen wiirde. Ferner ist 

H(s,) =) 
und fiir |s—s,|<r 

C3) ois 
letzteres ersieht man daraus, daB, wenn 2 die zu 2 konjugierte Zahl 
bezeichnet, aus 

2=ut+ vi, u <0 

nebst fi. 


y= Uy + Ut, wm <O 
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z—2|* = (uw — Uy)* + (v — %)? 
+2, (u ++ Uo)? ++ (© — %)? 
<1 
folgt, da der Nenner gleich dem Zahler plus 4uz, es 
Polglich tab =. H(s) 


S— 8 
fiir |s —s)|<r regulir, und es ist fiir |s—s,|=r 
H(s) rs 
S— 8p eo 
wenn 0<o <r ist, ist also’. fiir |s—s,| =o 
H(s) 


(1) |H()|< 


(1) gilt also ‘auch fiir |s — s)|<. 
Nun ist nach der Definition von H(s) 


FF) — Pt itG=1i = 24 HO 








IA 


iA 
s/o, 3h 


? 





rf 


























1— H(s) 
—— 6) H(s) 
% Are = His) 2 
also fiir |s —s,|<e 
2(4— f) —— 
-|F@)| <6] + |r| +——— 
| a 
a 
B| ) 1 24e , 2/Ble 
fein ig ogee 
r+e 
oe er eae 
Andererseits 1iBt sich aus (2) so weiter schlieBen: 
A( 
HF) = 9-349 (igs) 
HAH 
RF(s)| <|B| + 2(4 — 8) aos 
sv 


< |b) +24 +/8 





ue 
— |p) E2424 *.. 





1) Dies ist der Hauptwitz beim Beweise. 
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Der bewiesene Satz liefert insbesondere fiir e = = 
(3) |F@)|<lr| + 3|8| +24, . 


d. h.: Kennt man eine obere Abschatzung von /(s) auf dem Kreise 
|s —s,|=y7 und den Wert der Funktion im Mittelpunkt, so hat man 
eine obere Abschitzung des absoluten Betrages (d. h. auBer der ge- 
gebenen oberen Abschiitzung des reellen Teils eine untere Abschatzung 
des reellen Teils, sowie eine obere und untere Abschatzung des ima- 
gindren Teils) auf dem Kreise | s— sy) =>" 

Von den Folgerungen betone ich besonders den 

Satz: Es sei F(s) eine ganze Funktion; es sei die Kon- 
stante @ so beschaffen, daB auf unendlich vielen Kreisen 


\s| =r, unter denen beliebig groBe vorkommen, durchweg 
(d. h. fiir alle zugehérigen Amplituden) 
RF(s) << ar? 


ist, wo @ eine weitere Konstante ist. Dann ist f(s) eine 
ganze rationale Funktion, deren Grad @ nicht iibersteigt. 
Der Satz besagt insbesondere im Falle @<1, da F(s) eine 
Konstante ist. 
Beweis: Nach (3) ist fiir jene unendlich vielen 7, worunter be- 
hebig groBe vorkommen, da 


A= A(r) 
<ar? 
vorausgesetzt wird, auf dem Kreise | s| = = 


| F(s)|<]v| + 3|B| + 2ar, 


F(s) -> gosh 
n=0 
| iC) 
@ Chwcis 
eee 
Fiir jedes » > @ muB also, da die rechte Seite von (4) fiir alle hin- 


reichend grofen r beliebig klein ist und die linke Seite von r unab- 
hangig ist, 


also in 





e, = 0 


sein; d. h. F(s) ist eine ganze rationale Funktion, deren Grad < @ ist. 
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§ 74. 


Hilfssatze aus der Theorie der ganzen transzendenten 
Funktionen. 


Satz: Es sei &, &,--+ eine Folge von unendlich vielen 
komplexen Zahlen”, unter denen keine 0 ist, und ftir welche, 


Fae ee 


foe) 


gesetzt, 

1 
ae 
i 
y=1 ys 


fiir alle 7 >#@ konvergiert, wo @< 1 ist, so daB 


h(x) = He re £) 


Vl 


7 
eine ganze Funktion ist. Dann gibt es zu jedem O>94% un- 
endlich viele Kreise |z|—r, darunter solche mit beliebig 
groBem Radius, auf welchen durchweg 
|n(a)| > er? 

ist. 

Anders ausgedriickt: Zu jedem @ > % und jedem ow gibt es ein 
y=r(@,@)>o mit der behaupteten Higenschaft. 

Beweis: Es darf angenommen werden, da die §, nach wachsen- 
den r, angeordnet sind: 


OW platy Ns Ss 


Nach Voraussetzung konvergiert, 


y= 
gesetzt, 
ah 
a) >,’ 


daher ist fiir unendlich viele n 

1 ie Pee, 
d. h. es gibt zum Mittelpunkt 0 immer wieder eimen von Wurzeln 
freien Kreisring der Dicke 2. Denn, wire fiir alle n > N 

Tia Stn 2, 


n+1 = 





1) Mehrfache sind mehrfach zu beriicksichtigen. 
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so ware fiir alle 1 >0 
N+t = = ty 21, ‘ 
also (1) divergent. 
Es sei ferner g = 9(r) fiir alle r= als die kleinste positive 
ganze Zahl definiert, fiir welche . 
terol fog 


ist. g nimmt mit wachsendem r nae ab und wird mit r nend: 
lich. Da 

1 

ri 


n 
nm=1 


fiir alle 1 > % konvergiert, ist» fiir jedes 7 > & 
lim ~ = 0, 


n= 
also bei gegebenem y > von einem gewissen an 
m<ri; 
von einem gewissen 7 an ist also. 
q<ry 
< (2r)" 


Hs ist nun ein 
@>F 


gegeben; ich verstehe unter 7 irgend eine Zahl, ftir welche 
n<l 


und 


F<y7<O 


ist. Dann gibt es unendlich viele +, darunter beliebig grofe, fir 
welche folgende vier Bedingungen erfiillt sind: 


co 
1) DaB aus der Konvergenz von >a, bel a. > @, 4-451 


m=1 


lim na, = 0 
nr=o 


folgt, ergibt sich unmittelbar aus 
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ees, 
q< 27), 


(2) . (2r)" log (2r) + (27)" D'S < 1°, 


v= Vv 
le—€\>1 fir |x| =r und alle y > 1. 
Denn die drei ersten dieser Bedingungen sind fiir alle hinreichend 
-grofen r erfiillt, die vierte fiir jedes 
Vn oe Ur +1 


tm Lae 


wenn 


Tne rie 
ist, was nach dem Obigen unendlich oft vorkommt. 
Es werde nun fiir jedes solche 7 das Produkt 


iv 2) 


E na) = | [ (A-=), 


a. v 


wo |x|=~r ist, in zwei durch v = g geschiedene Teile zerlegt: 


w= TE 2) I 0-8) 
=/1, 1h. 


In [f, ist jeder Faktor 
| a a 


also ist 





VUE eee 








V 


(2 ry? r)! 
—e-(@ r)"log (27). 


Landau, Verteilung der Primzahlen. 20 
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In J], ist infolge der Definition von 4 














sale Bg ou 
ty 
a r 
~ Mg +4 
1 
<3 
also, da fiir O<w<5 
uw wu 
Se ee 
1—u= Oe 
pe hea ihe x, 
8 uU 
=e 1-u 
= e724 
ist, 
x r 
ey a vy 
Foe 
es 
daher ist 
[oe] 
—%r = 
Ty 
v=qtl1 
Ih \>e 
has EN. 
iy es 4 1-9 
v=qtily’y 


2r a ab 
Fy fone 


v=g+i 7 
>e "q+1 q 


co 


2 
pe 


(2 r) v= 1 Ty 


-en' 34 7 


case 
=€ 


ne] = LILI 


—(21r)"log (27) -en" ¥4 : 


Sve Teel v, 
also nach (2) 


| h(x) | = ee 


was zu beweisen war. 
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Satz: Es sei g(x) eine ganze, nicht rationale Funktion 


und 
9(0) + 0. 
Es existiere ein ®<1, so daB ftir alle r>0 und alle 
reellen 
(3) \g(ree’)| < Be” 


ist, wo B eine Konstante bezeichnet. Dann hat g(x) unend- 
lich viele Nullstellen &,&,-.--, fiir welche 


Pairs 


konvergiert, und es ist tiberdies 


9(2) = 9 (5) J [ (1-2): 
v=1 
Die Voraussetzung (3) lautet kurz: Hs ist auf dem Kreise |a|=r 
leichmABi : ; 
: : g(a) = Oe”); 


natiirlich muB deswegen @ positiv sein, da sonst g(x) konstant wiire. 
Beweis: 1. g(x) habe keine oder endlich viele Nullstellen. 


Dann ist Ae a © 


g(a) — A] [(1— E)) 
v=1 


wo k(x) eine ganze Funktion ist. Jedenfalls ist fiir alle hinreichend 


ae g(2)|2|e|-1, 
also 


baw. 


eh) <9 (2) | 
Fait eo 
Rk(x) < log B+ r°, 
also fiir alle hinreichend eroBen r 
Rk(x) < 2r?. 
Nach dem Satz am Schlusse des vorigen Paragraphen, dessen Voraus- 
setzungen hier sogar in unnétigem Umfange (fiir alle hinreichend 


grofen r statt bloB fiir passend gewihlte beliebig groBe r) erfiillt 


sind, ist also wegen 
BI 


20* 
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k(a) eine Konstante; d.h. g(x) wire eine ganze rationale Funktion, 
gegen die Voraussetzung. 
2. g(a) hat also unendlich viele Nullstellen. Ich zeige zunichst, daB 


co 


1 
Diag 


y=1 
und sogar 


co 


Doe 
| é,\" 


v= 1 





fiir alle 4 > konvergiert. Die Nullstellen seien nach wachsenden 
absoluten Betrigen geordnet; d. h. es sei, 


lEi—*, 


Wa ASS ths 


gesetzt, 


m sei irgend eine ganze Zahl >1. Wird 
x x 
(2-0-9) - 00 


g (&) 


G (x) 


gesetzt, so ist 


eine ganze Funktion. Auf dem Kreise 


\el = Se 
ist nach Voraussetzung 


I9(@) < Be", 


e@l-TT)1- z 
ST] -3) 


> [78-1 


ab 


— 9, 


ferner 


also 
B Ate rn) i 


| ia) Lee 
gn ’ 


G(x) 
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es ist nun 


0 
|90)| = | Ba 


nicht gréBer als das Maximum von 


g(a) 
G(a) 





fiir 
x | aa 3P,) 
also 
(8rp)? 


90) |< B=, 


nlog 2 + log|g(0)|— log B < (8r,)”. 





Fiir alle » von einer gewissen Stelle’ an ist also 
4 F n 
(3 7) = y 2 


pte 





ar. 
3 
n 


a? 


a 
2s ep. 


n 


Fiir 7 > ist von jener Stelle an 


also 


konvergent. 
Insbesondere ist 


konvergent, also 
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wo k(a) eine ganze Funktion ist. Hs bleibt zu beweisen, daB k(a) 


konstant, also He) me g(0) 
ist. 
Es werde @ so gewahlt, dai 
e<O<1 


ist; alsdann kann nach dem ersten Satz dieses Paragraphen eine 
Schar ins Unendliche wachsender Kreise |~| =r gefunden werden, 


a 


auf denen y 
x \ | _,O 
[T-2) > 
ist; auf ihnen ist 


Be” > | g(a)| 





> Ew e-r? 
Rk(x) <logB+r? +19; 


fiir unendlich viele 7, unter denen es beliebig groBe gibt; ist also 


auf dem Kreise |x| = 7 
Rk (x) < 2r?. 


Nach dem letzten Satz des § 73 ist also k(x) konstant, womit die 


Behauptung ae: 
g() =9 0 [(0-2) 
val 


bewiesen ist. 


8 75. 
Die Produktdarstellung der speziellen ganzen Funktion E(x). 
Ich behaupte, dafi die Voraussetzungen des zuletzt bewiesenen 


Satzes fiir diejenige ganze Funktion g(x) erfiillt sind, welche mit €(s) 
im § 71 durch die Gleichungen 


$+ 2, 
s(s — 1) = 
SS SO (S)z 7 = =O), 

=x, 


z(2) = g(a), 


$s = 
8 
2 
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ah, ie 
s=44+YVu v, 


@) =D ey r(2)x ? —9@) 


verbunden war. Jedem 7+ 0 entsprechen zwei verschiedene s, deren 
Summe 1 ist; aber die linke Seite von (1) hat eben fiir zwei solche 
s denselben Wert. 

Schon in § 71 war festgestellt, da& g(a) eine ganze transzendente, 
nicht rationale Funktion ist und daf 


g(0) +0 


ist. Ich habe also zu verifizieren, daf es ein #< 1 und ein B derart 
gibt, da identisch 


(2) GO| < Be” . 


ist, wo 7 | 
of == || a} 


gesetzt ist. Es wird sich fiir jedes ® > 4 (bei passender Wahl des 
zugehérigen B) die Richtigkeit von (2), d. h. die Relation 
a 
g(a) = OF ) 
ergeben. 


Es werde gleich |x| =r > 10 angenommen. Da die linke Seite 
von (1) fiir beide zu % gehdrigen 


s=44Yai 
denselben Wert hat, wahle ich das s so, daf 
>t 
ist, was ich stets kann. Uberdies ist 
|s|=Vi\2] — 43 
2 


und 


[s| <4 $V lo) 
=14YVr 
<2Yr, 


a 1 
1 udu 
ence Sa hms 
nru= 0 


also, da 6 >} > 0 ist, 


|&(s)| = 
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1 
a1 ory Pos 
os a | n 2 
<a,Vr. 
Ferner ist fiir 6 > 4 
Pt enh 
| s | 2 | 
FG) =| fe u du 
0 
Bey ES | 
2 
<2 4 du 
0 
eee a -1 e —u —-—1 
=[e u dutfe u du 


foe) 
<a. +f eb du 
a 


<a, + P(e] + 1) 


= Ag + [o]!, 
also fiir $<o0<1 


| 8 
fir o> 1 : 
(5) | <a, + [6] 
< a, + 6", 
zusammengefaht fiir o > + 
Ree) ’ 
r(2)| <a + 0° 
Fiir unser Gebiet |z| =r >10, 6 >+ ist daher 
IT(s)|<% hes 
<a, + (2Yr)° 
< ay + (2Vr)" 
< dy + (ayryv 


2Vr (log2 + Flogr) 
= 0s te € Oy, 
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also fiir jedes d > 0 
nea pete 
| (=) | < Oe; 

fiir r > 10 ist daher 


g(x)| = 





C= gay r(3 -) a == 


t4+0 
aU ee da, Vr ae i at 








ey 
< ke : 
d. h. fiir #> $} ist 
io 
: g(a“) = Od ) 
Daher hat nach dem letzten Satz des § 74 die Funktion g(x) unend- 
lich viele Nullstellen, und es ist 


g (22) = «J [(1 se} 


y=] 


wo 
Shia 
y= [,,| 
und sogar 
Bae 
al 5," 
fiir alle 7 > 4 konvergiert. 
§ 76. 


Die Produktdarstellung von (s — 1) £(s). 
Da die komplexen Nullstellen 


: | a Pas ee 
‘von ae fat den Nullstellen £=£ von g(x) durch die Gleichung 
| Cx S te VE D 


verbunden sind, wo jedem & zwei g entsprechen, und da 


lei=Vie| —+4 
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ist, so ist bewiesen, da £(s) unendlich viele komplexe Nullstellen 9 


im Streifen 


hat, fiir welche 


und sogar 


fiir alle x > 1 konvergiert”. 
Ferner ist 


e(s) = 


1 1 





=D pa)" 


0<6<1 


Di 
},/2 
Q 
== |e| 
“y¥ 
le|* 


| z% 


n¥ g(2) 





rages r(>+ 


a? g(— (s—})*) 


) 








Fg 


1 = = 
ray 
“=F (E55) Fo OTT (1+) +e) 


wo —V£, und VE, die beiden Werte in irgend einer Reihenfolge be- 
zeichnen. Wenn die von —2, — 4, --- verschiedenen Wurzeln von 
¢(s) in der Anordnung mit @,, 9,, --- bezeichnet werden, daB $+ V£% 
den (2y — 1) ten und 2y ten Platz einnehmen, ist 














= 1 a eal rye 
+d) MEN 
[0 —Vé, Vi, I] ee Cae 
= yes et Og 
as eee Oca 





a s 
[Ts sa Ue ool 
n=1 ~” 2 n 


ergeben, daB 


Sa 


1) Ubrigens wird sich spiiter 


divergiert. 
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Da oo 


konyergiert und 




















1 
ee a+, 
ist, ist 
Ps 
n=1 en 
konyergent; da ferner 
: y 1 
? Zaheer 
konvergiert, so konvergiert 
1 Yes On 
i | Th I i ae 
mail a ge raise 
und es ist 
c 1 on 
()= 4-4" | [0--), 
r(5+1) it Qn 
wo sich aus 
(0) =-4 
e=+ 


ergibt. 

Es ist bequemer, das Produkt so zu schreiben, dafi es sicher un- 
abhingig von der Reihenfolge der Faktoren konvergiert. Die Hinzu-, 
fiigung der dies bewirkenden Faktoren 


und liefert also 


1 Sy ee Te ee be eel 
RS OOF ae cet 0 Lear 
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wo b eine Konstante (lox a bezeichnet und g in irgend 


einer Reihenfolge alle nicht Poallen Waker B+yi von €(s) durchlauft. 
Wegen 


fo 3} 


= == id sf TO + *) e 


n=1 


sere eae see 
rH) FG 


m= 





lautet also die WeierstraBsche Produktzerlegung der ganzen Funk- 


tion (s — 1) €(s) 
6-7" L10+ se "Tb 3) 
B=b++ - 


gesetzt ist. 
Am bequemsten fiir die Anwendungen ist (1). Diese Relation 
liefert weiter: 


ae rt) 
(2) wo Pa 8 egy + Det) 


g 





wo rechts die Summe absolut konvergiert. An den Nullstellen und 
‘am Pol von €(s) haben eben beide Seiten von (2) einen Pol erster 
Ordnung. 

Auf den Wert der Konstanten b kommt es im folgenden gar 
nicht an. Hr laBt sich aber leicht bestimmen. Denn fiir s=0 
liefert (2) : 

OS eee 
§(0) 2 Pd)’ 
= 2) 0)— bt age, 


und der Wert von £’(0) ergibt sich leicht aus der Funktionalgleichung 
(1 as aay os > (8) £(s); 
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8 77. 
denn diese liefert 
ee a hee OE ae WhO area 
pag 2 ees ee gt Te * £6)’ 


also, da in der Umgebung von s = 1 


peat A—-1)+4,(6—18+--, 





Sw 
tg a a 
Ove 21 
0 qr ae 
ist, 
&’ (0) Y 
— Fo ~~ leg 2x—C+ 6, 


2€'(0) = — log 2x, 
b= log 2a —1—i7C. 
er ae. 


Siebzehntes Kapitel. 


Beweis des Nichtverschwindens von ¢(s) in einem gréftméglichen 
Teile des Streifens O< o <1. 





Seu: 
Hilfssatz tiber die Gammafunktion. 


Satz: Fiir O<¢6<2,¢>2 ist 
PO] <6 4 loge, 


5 E | (8) | 
also a fortiori aes 
8) 
Die zweite Abschitzung geniigt fiir die allernichsten Anwendungen. 
Beweis: Aus a i 
Se ON eh 
Te ~ e [TC + Je 
folgt a 
OL aes a ta! 
“Fife een hal re ear 
n=1 


i 1 
tS err aerate: 


nia % 
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Fiir 0<6K<2, I> 9 2 ist daher 


| I™(s) + 
Ts | <C+i+t(Crt >. Verurre 





2 
i ee MOD Gare 


: 1 ~ 1 
24(2+8 Y- P44 Se 
< 2B ad fan ate +)>' aa 
n=1 n=i+1 
~ + (2+ % Se = 


n=t+1 


ee , 4. pe O()) + O (+) 
= logt+ O(1), 


was zu beweisen war. 


| 
af 
i NM. 


Sh 


78. 
Beweis des Nichtverschwindens von (¢(s) in einem Gebiet, 
dessen Dicke von der Ordnung _— ist. 


teal 








Aus der Gleichung (2) des § 76 folgt fiir ¢>1 
SE hae 


day! +1 
> BEA yee) 


=? r(43) 


also, wenn der reelle Teil genommen wird, 


10) |r 
bo ” 


log p cos (m¢ log p) 
Se ep eae 


p,m 2 
(1) ee ee 
+3H rs = Masa te 
A&G +0430) Je pees OO 
Bir 1 <o= 2, t>4 ist, da 


o—l 
(e —1F¥+ # 












O<s<S+1<2, 


a 
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ist, nach dem Satz des § 77 
: r(jt+it;i) r’(F+1ts5i) 
sa e wee id a 
r(§ +1453) r(f+1+ 53) 





<4 log : 


< ¢ log ts 
2 


also ist fir 1<¢<2,%> 
r(S+1+si). 
7 : < ¢, logt 
eee ab 
und daher nach (1) fir 1<o <9, t>2 
log p cos (mt log p) a o—fB B ; 
2) ites oes A(c=pteawt Pe) 
Nun ist in > jedes Glied > 0, da 
: 0<p<i 
ist; also ist die ganze Summe > O und folglich fiir 1<o<2,t>2 


of 
2 











p,m 


log p cos (mt log p) 


=a < ¢, log, 
‘P,m 2 
, t . 


Es bezeichne nun 6 + yi eine bestimmte Nullstelle von €(s), fiir _ 
welche y >2 ist, und es werde in (2) t= y gesetzt. Dann hat >’ 
ein Glied : ; Q 

6 — 1 

Met bl See ee 

— pt py? =o —8F 
da alle anderen Glieder > 0 sind, ist also fiir 1<o <2 
SN) log p cos (my log p 


p,m it 








1 
<< ¢, logy er raeg 





1 a log p cos (my log p) 
<¢,logy — > gp ed BP) 
o—f p 

p,m 


wo also ¢, unabhiingig von der speziellen Nullstellenordinate y (> 2) ist. 
Nun ist identisch 


— cosp <4 +4 F008 2q; 
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also ist fiir 1<o6<2 und alle Nullstellen 6 + yi mit y>2 
] 1 os (2my log p) 
pp lO og ori ee 


p,m p,m é 2 








£"(6) 6 (6 + 277) 
= 0 NOR Fie i ee erect 


Nach (3) ist 
am (EEE < 4 a,log (27) 











6 + 242) 
< ¢ log y. 
Ferner ist fir 1<o¢<2 
< Wes 
fe) ~ 61 1 
also ist fir 1<o<2 
5 1 1 
(4) Fae rare ee 


(4) lehrt zunachst nochmals (was wir in § 45 viel einfacher 
schon gelernt hatten), daB 


Peak 
ist; in der Tat kénnte im Falle 
shee ae) 


(4) fiir kleine 6 — 1 nicht mehr giiltig bleiben. 
Ferner ergibt sich aus (4), wenn. 





a ee) 
; gions 
gesetzt wird, wo 
g 
V< os = 
Vitere hee 
ist (damit ie 


ist) und tiber die Konstante g noch genauer verfiigt werden wird, 











1 3 
<(& + )boer, 
to 
log y 
g il 
: Bo iar 38 logy? 
aie: 
: 1 1 
made: 
3 log y 
ae ee 
% ihe ak 
‘Sas logy — 


4g 
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Fiir alle hinreichend kleinen g ist der Faktor von 
tiv; also ist der Satz bewiesen: 

Es gibt eine positive Konstante a derart, daB im Ge- 
biete 


2 : 
feos rechts posi- 


a oan 
¢(s) + 0 
ist. 
8 79. 


Genauere Abschatzung der Konstanten a. 


Schon der Beweis des Primzahlsatzes aus dem zwélften Kapitel 
1aBt vermuten”, da die Abschatzung der Primzahlfunktion x(x) um 
so genauer sein wird, je kleinerrdie Konstante a des vorigen Satzes 
ist, ote) die untere Schranke 2 fiir ¢ ruhig durch irgend eine gréBere 
Zahl t, ersetzt werden kann. Wir suchen also ein méglichst kleines 
a Soar daB es zu ihm ein solches ¢, gibt, daB fiir 


ane 
en it: ie | re ise? 
f(s) +9 
ist. Mit anderen Worten: Wir suchen ein eae kleines a derart, 


daB das Gebiet ; 
6>1—-— 


” a ; hig? 
nicht unendlich viele Nullstellen von €(s) enthiilt. 

Ich bin weit entfernt davon, die untere Grenze der a mit dieser 
Higenschaft angeben zu k6nnen oder auch nur. sagen zu kénnen, ob 
sie >0 oder =O ist. Ich will aber die Untersuchung wenigstens 
bis zur Angabe eines bestimmten a durchfiihren, welches kleiner ist 
als die bisher in der Literatur vorgekommenen, und werde dabei 
gleich von dem allgemeinen Ansatz ausgehen, zu welchem eine be- 
liebige Cosinusungleichung im Sinne des § 65 Anlaf gibt: 


t>2 


- M +4, cosp+---+4,cosngp > 0, 

wo 
0< am <4, a, = 0, ae A, = 9 

ist. 





1) Selbstverstiindlich ist dies nicht, da damals in dem Gebiet auBer 
§(8) +0 
Wee 
noch eine bestimmte obere Abschitzung von ye (8) | 


| £8) | 


Landau, Verteilung der Primzahlen. 21 


verlangt wurde. 
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age der Beiption a) des vorigen Pain@iapien folet, wenn oh 
jetzt die schirfere Fassung des Satzes aus § 77 anwende, fiir 1<o<2, 
fe? 


1 (mt) c= 
Corte °8P) < Logt + b, (arent ere) 


p,m 








also zunichst 








: o (6 + 72) 
(2) — a eqn) < Fleet t be 
(1) liefert weiter fiir t= y > 2, wo y die Ordinate eines @ ist, 
) = 7 Q 
im Intervall l1<o<2 ® 
log p log 1 
are HED < ogy 4 by — pp 
Pym 
il 1 log ] 
pap a2 logy + & Sa Sate 62) 


p,m 





l Meer Os l nt. Saas l 
ee ns SS og p (ttt G08 (2mz og p) + oe cos (nmy ogp)) 


m Oo 








p,m P 
) WSC) te (EF O+27)\ (+n) 
gOS cigs a, £(6) os brates rae ( nee 
also, da m fest ist, nach (2) fiir l<o<?2? 
1 Ay Un 
Pema Sa (4 ae oe a)logy + 2 ea 





Gy Ay +++ ay 
=+25-7+ 4 oan logy. 
Wird 
Bee oe 
Gy 





gesetzt und unter 2 eine beliebige Zahl > “ am se ae verstanden, 
so ist fiir alle hinreichend eae Nallsellenrtinatn y und l<o<2 
Hierin werde 


ve 


o=1+ 





g 
log y 
gesetzt, wo tiber die positive Konstante g noch verfiigt werden wird. 


Jedes g hat die Higenschaft, daB 1<o<2 fir alle hinreichend 
groBen y ist, also alsdann (3) angewendet werden kann: 


§ 79. Genauere Abschitzwng der Konstanten a. ozo 

















1 
7 < (= + a)logy, 
ie 
log y 
g 1 il 
: Ps i nes ae % logy? 
Ed 
i 
1—,p> eee Wh 
(24 * ier 
g 
l1—%—ig 1 
% log y 
cas 
Ich wahle nun die Konstante g so, daB 
ft 59 : 
ery To ae 
Ce sieie Fae 


miglichst groB ist. Aus 


OF gael 
0 = — ——g 
dg| « 
Gz 





dye % 
x Fy g° 
+4) 
folgt mn 
aig? 
eG 
oleae 
elne wegen es 


positive GréBe. Das Maximum ist 


1—Yx Ve-x  a—yx)?, 
a a a 





- fiir alle hinreichend grofBen y(y >) ist also 


a “logy? 





mit anderen Worten: Das a unseres Problems kann jede Zahl 


ay tog i a 


2 dy 


V5) 
Gy -P Gy tet Oy 
2(Va, — Va)” 








oe 








PAN 
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bedeuten. Im~-vorigen Paragraphen war 
n=2, a =3, a4,=—4, a =1, 
ope ts eres 
2(Va,—Va)”  2(2—YV3) 
_ 5(24+73)" 
2 


e 5 : 
2 





Unter Benutzung der kubischen Ungleichung aus § 65 
5 + 8cosm + 4cos2g + cosdy = 0 
ergibt sich, dah a jede Zahl 
: 13 
> a(ya— Va? 
eo a Sale 
~ 2(18 — 4710) 
_ 13 (13 +4710) 
= 
== 18,92..22 


bedeuten kann. 


Achtzehntes Kapitel. 


Anwendung auf das Primzahlproblem. 


§ 80. 
Abschatzungen von ¢(s) und ~ 2. 





Hs sei die Zahl a> O so beschaffen, daf fiir 
ae 


tS ta) 0 2 togs 
{(s)— 05 
ist. Das Ziel dieses Kapitels ist, zu beweisen, da alsdann fiir alle 
1 
OF 


Va 
(1) x(a) = Li(x) + O(xe-2Vie2) 


ist. 
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Da iiberhaupt ein a nach dem Vorangehenden vorhanden ist, so 
wird (1) fiir ein gewisses « > 0 bewiesen sein, also fiir jedes d > 0 
die Richtigkeit der Relation 


a aes 
a(x) = Li(x) + O (¢-Vioe) ‘ 
was die Ergebnisse des § 65 verschirft. 
In diesem Paragraphen miissen einige Hilfssiitze tiber €(s) und 
ao vorangeschickt werden. 
Satz: Wenn c¢ irgend eine positive Konstante bezeich- 
net, ist fiir 


t > 3, OS Ape 


log t 
| §(s) L< e, log ¢. 
Beweis: ¢, >3 sei so cewihilt, daB 
Sf 


pa = 1 


ist; dann gilt fiir ¢>%t,, ¢=>1 24d wegen 6 >0 nach § 46 die 
Gleichung - 


rad co 1 
5 it 1 1 udu. 
Odie bE Pa (mutt! 


fir ¢>%, 











t+1 


6 1< — Soy 


n=1 >i cia eee logt n=t+1 0 Pte sa 


: 1 me > du 
= O(¢ + 1) P# log t) + o(4 (t+ ys") a 0(¢ fa 5 ) 
. U 


log? 
— 0 (log t) + men 5) 
2% 1-— 
logt ¢ 08! 

= O (log t#) + O(1) 

= O (log #). 
Fitr 6 >2 ist | €(s)| sogar unterhalb einer endlichen Schranke ge- 
legen und im endlichen Gebiet 


a esi, 














desgleichen. 
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: ‘ 5 ttt 
Satz: Wenn ftir {>t (wo:t, >3 ist), o> 1 gaeg na: 

§(s) ++ 0 

ist, so ist nach Annahme irgend eines positiven 
1 

Daa 

fiir Gra: o> lis 
' 
co at <_ t, log" £, 





Auf die 3 im Exponenten der Behauptung kommt es in der Folge 
nicht an; es ware nutzlos, sie zu verkleinern. Wesentlich ist, da es 
tiberhaupt fiir jedes positive 

1 
Ue 
eine endliche Potenz von log? gibt, welche eine obere Schranke fiir 
&"(s) 
5(s) 
im Gebiete der Behauptung eee 





Beweis: Zwischen b und — , mogen zwei Zahlen b, und 6, einge- 
schoben werden: 


b<b, <b, <=. 


Die fiir 6 >1 durch die Dirichletsche Reihe 
Bees 
pym mp 


Z(s) = log £(s) 


ist auch fir ¢>%, l>o>1— = = regular. Die Ungleichung 3 


definierte Funktion 


des ersten Satzes aus § 73 


(2) | FS) |<|vy|+1e|ft2£4 24-2 


/ T= —e 
wende ich auf 





E(s) = Z(s), 
8 = 2+ tt, 


bs 


b 
ODE loge 


§ 80. Abschiitawngen von §(s) wnd f oy oat 











an. Das kann ich fiir alle hinreichend groBen ¢. rai alle Punkte w+ v2 
des Kreises |s — s,| <r gehéren fiir hinreichend grofe ¢ (fiir ¢ >¢,) 
dem Gebiet 








Ot, qlee : 
: — a logv 
an, weil 
t—-1—-yty Sete t cy 
und 
< bs 
= ueil—iee 


ist, wo die rechte Seite von (3) gewif fiir alle hinreichend grofen ¢ 
den Wert 4 1 


ies 
b 
a “Tog( t+ 3 +1i+ ie ) 





tibertrifft. 
FiirA >t, liefert also (2), da mit Raicksicht auf 


HZ (s) = log f(s) | 
nach dem yorigen Satz 
ALO, + log log (¢ + 1+ fata) 
< ¢,log log? 

















ist und ~ 
(B <log &(2) 
Pai le, 
7 | < log £(2) 
= ¢, 
ist, im Kreise |s — s,| <0, d. h. im oe |s —(24 ta)| <1 tasty 
d. h. insbesondere fiir s=o-+ #1, 1 — re S24 
[Z(8)| < es + % +2 + 20, log log t—*— 
b, + bs 1 b, 
log ¢ 
= 6, + G ae + 2% log logs ne 
log t aot 
< ¢ logtlog log t 


< ¢, log? t. 
Also ist fiir s=e+t1, t>h, 621m 
| Z(s) | < ¢, log??. 
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a o¢>l— a gehirt nun der Kreis um s mit dem Radius 
b, oO 
1 —” dem Gebiet 
2 Ee t b 
0 >t U2 ae 


an, wenn nur ¢ hinreichend oa ist (t >t), da 











b; — b 
eG RSI ee 
b b, —b 
< ei 
os logt 2logt 
j bth 4 
22 jogs 


ist, Was von einem gewissen ¢ an 


Se, it 


Sa 
log (*-+ sez) 








ist, sHurti2=i,, 62! = ist also 
== == ogt 


, \ Ga S) 
ZO =| 
héchstens gleich dem Maximum von |Z(s)| auf dem Kreise um’s mit 


dem Radius eee, dividiert durch den Radius, d. h. 


























b, —b i 
a Bee (++ a log na 
f(s) b, 1 
; fous 
< ¢ log*t. 
Rg es b 
Also ist fir ¢>%, 6 >1— lent 
5" (s) 3 
£(s) log*t¢ 
was zu beweisen war. 
§ 81. 


Anwendung auf die Primzahlfunktion 7(x). 


Aus den in § 65 angestellten Uberlegungen in Verbindung mit 
dem Satz des § 78 und dem zweiten Satz des § 80 folgt schon, daB 
fiir alle 0d > 0 


a(x) = Li(a) + o(e-Vias) 
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also, exkl. s=1 os 


ist. Es besteht nun aber genauer und beim gegenwirtigen Stande 
der Wissenschaft am genauesten der 

ees Die ae a@ sei so beschaffen, da ftir +> 4%, 
6>1— = : : 

oe EG) 0 


ist; es sel Z. B.») a= 20. Dann ist fiir alle 





a < = 
: _ a(x) = Li(w) + O(we-eV8), 
es ist also z. B. 
; : -4Vloga 
Ba Li(e) + Olxe ‘ ie 
Beweis: {,.darf > 3 angenommen werden. Ls sei 
7 
: a < va 
fest gegeben. Es mégen zwischen und — zwei Zablen b) und b 
eingeschoben werden: , 


Gaba d<— 


Nach dem zweiten Satz des vorigen Paragraphen ist fiir ¢ > ¢, 








6> i= ioe Pe 
_ (oe 3 
gle) |< let, 
ao Pa b 
also fiir |¢| >%, Ce ies Ty | 
| E"(8) | Perea 
@ werde so gewihlt, da 
Ore @ <4 1, 
b 
oa log t, 


ist und daB fir —t,<t<t, o> 
f(s) = 9, 


dort regular ist. 


(8) 
> &(s) 





1) Oder a = 18,53. Vgl. den Schluf des § 79. 
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Es ist (vgl. § 50) 


2+ 07% 


2mi >)A(n) log = =— Jt e oe ds + O(1). 
n=1 ~  Q—a 7 


Es werde, 2 > Vt, vorausgesetzt, der Cauchysche Satz auf den 
Integranden 
LBS 
s? £(s) 
und folgenden Integrationsweg ABCDEFGHA angewendet, auf 
und in welchem nach dem Bewiesenen der Integrand bis auf den Pol 
s=1 mit dem Residuum — @ regular ist: 


A=2—271, 
B=2+a%1=A, 
C=1— esas tO 

b : 
D=1— ina, ee 
HK=@+ ti, 
F=0—ti=E£, 
On 1 ve —ii=D, 


wo AB, BO, DE, EF, FG, HA geradlinig sind und CD, GH auf 


der Kurve 
b 


eaters aE? 


verlaufen. Dann ist 


C D E F G “a A 
(1) 2ai S) a0 ou Y = Qnie tft fa fefefe fafa O(1). 
B C D E F G H 


Hierin ist 


[rf+f= oe 
| 4| 
S| 


H 


= 
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2 
7 
— 3 
== of Frog xae 
1 b 











~ logt, 
1 33 
= O(-=); 
| | ve§ 
wi ralalee 
aaa eae | 
a 
6 
fee, 
x logt 
to 
r a ‘ 
hg > exe 
logt 
7 = 0\ zlog*x foe dt 
2 
Nun ist 
a a 
ays ee copra Pe 
log? logt 
x ee x dt : 
t ee See 


‘ t log x t log x 


bei festem x >e hat die Funktion von ¢ 
5 
“log? see ( mm! ) 
=e lost : log x 8 
1 


1— 
t log zx 











welche fiir ¢> 1 positiv ist und ftir lim sowie lim verschwindet, ihr 
t=1 t=00 
Maximum bei der Wurzel von 


d (blog « 1 
eee i( ad Crary log?) 








al 
bloga ~ log a 
aan gah PAE a “4 
tlog?t e 
blog x 
log? t = ee ; 
~ log « 





loge | 
logt = J/ seas 
1 


unre 
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das Maximum ist 


aes 
or teers 1 oes 
—bloga blogs = ‘oes Fail 
V5 View ¥ 
f nV 8 Yio8s sg 








e “loge 


pele Sees: Viogz) | 


yrs ~VH +Ob) 


ie Viog a ks jeez) 
= YVlogz + O(1) 


~) a> \ 


1 _ 2 
? “log =e Sa St 
BB : dt 
if ap at = (loge 2? yf : 
AS aes 
t log x 


2 2 


of cavern f/ dt 
ek 
logz / 


“i 1 t 


ist; daher ist 





= O(loga e—2V? Vieez) 


also, wenn alle Integralabschitzungen in (1) eimgesetzt werden, 


> Al) log = =a + O(x2 logta e-2Vé Viegz) 
oye 


=ef-+ O(a e-2VeoViog x), 
Hieraus folgt, wenn 
= 0 (x) = e-VooViog x 
gesetzt wird, 


> An) log — = a+ O(0'2), 
n=1 
x+0u 
> A(n)log2@ =x2+dx+ O(0*2), 
n=1 
atdox 
log (1 + pS A(n) + >) A(n) log og da + O(822), 


n=1 n=2+1 
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utoe2 
log (1 + 0)p(a) = 0x + O(0?x) + O Slog n log (1 + 0) 


n=x“+1 
= 0x + O(0?x) + O(dalogw@w + dmx) - 0) 
= 0x2 + O(0?x) + O(0?z log x) 
= 02 ie O(0?z log x) , 

w(x) = be ieee + O(6% log x) 
=x + O(dx2) + O(0x log x) 
=x+ O(a e-Ve%Vi08 = log x) , 

“a<Vby 
w(2) = & +,0(ge-2Viree), 
y O(a) = 2 + O(ae-«Viver) ; 
daraus folgt schlieBlich 


Sees 1 aviogs (2 if da 
a(x) Bees et a hess ween) + OSes 


= Li(z) + O(eereVr2) + 0 fer Vorsdn 


ne Vlog # 
= Li(x) -- O(a e-*Viogz log) ee 0,f eVnesdu + 0 fe —aVlogu dy 
zee Vlog # 
= Li(x) =e O(a e- «Vive 2) aA O(a e- «Vi08 2) org (ac e-@Viog#— aVi0g 2) 
= Li(a) + O(ae-*Vver), 


also wegen 





Neunzehntes Kapitel. 


Beweis genauer Formeln fiir gewisse endliche tiber Primzahlen 
erstreckte Summen. 





§ 82. 
Hilfssatze tiber die Gammafunktion. 


In diesem Kapitel wird u. a. die genaue Formel fir f(a) aus 
§ 5 der Einleitung bewiesen werden und auch zugleich eine allge- 
meinere fiir 
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wo r ein komplexer Parameter ist (der bei f(x) den Wert 0 hat) 
und wo der Strich in 2” anzeigt, daB im Falle x = pr» das letzte 
Glied nur 4+mal zu ziihlen ist. Ebenso werde ich unterwegs eine 


F 1 fiir 
ormel ftir i ten) Aiea 


entwickeln, wo auch bei z = pj “fe Wes Glied den Faktor $ ent- 


halt, also insbesondere (r = 0) 
= V(x fiir x ™ bei allen p, m 
F(@, 0) ks ae 1 ‘ ee = 
Re |= v(a) — ft logp, fir 4 = pm 
ist. 

Diese genauen Formeln sind iibrigens nicht die wichtigsten Ge- 
setze der Primzahltheorie; denn sie sind entsprechend kompliziert 
und enthalten unendliche Reihen, in welchen die Nullstellen von £(s) 
auftreten, iiber welche man noch recht wenig orientiert ist. Das 
Problem, diese Formeln zu beweisen, ist mehr durch die Schwierig- 
keit beritihmt, bei diesen geringen Kenntnissen tiber die komplexen 
Nullstellen @ doch die Richtigkeit der Resultate festzustellen, als 
durch die aus den Formeln zur Zeit flieSenden Aufklirungen iiber das 
Primzahlgesetz, welches in der asymptotischen, aber dafiir so kurzen 
Gleichung 


einen viel prignanteren Ausdruck hat. 

In diesem Paragraphen will ich nur einen Hilfssatz tiber die 
Gammafunktion beweisen, der zum Teil schon frither (im § 77) vorkam. 
Satz: Ptr —l<ie¢<2,¢>2 und fira>?, t+>0 ist 
1 2? (3) 

Ts) 


ES) 1 = 1 
C8) Saeed) * 2 aetH 


folgt ftir obige s, die ja alle einen absoluten Betrag > 2 haben, 





< ¢,log|s|. 





Beweis: Aus 





r@| 
| Ms) | STR vey er Oe 


N= 
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1 | 
also, da durchweg et ie reer 
Freee 
ist, b 
I’ (s) 1 
ml <2+ lol Sante sti +3] Saw=w 
n s|+1 


2G = pa a log|s| + [3 lj 























< ey ee, |s|. 
Ich fiige noch einen Hilfssatz tiber die Funktion ctg hinzu: 
Satz: 1. Fir ¢<—1 und 2. fir <0, 6=—~az, wo g eine 
ungerade ganze Zahl = 3 ist, ist 
vets 6 | Lays 
Hierbei soll ¢, auch yon zg unabhingig sein. 
Beweis: Es ist - 
cos: —— 
ee 
8 2 sa 
roe 
st, an, 
e? +e 2 
Bn rs, 22, 
Mies 
eee Aes 
ee hs 
rd | oo 
ctg 2 ae et i(o+ ti) 
1. Fiir ¢< — 1 ist also 
$a ee ss 
tg 2 |< grasa t 
eee 
Rt as) 
2. Fir 6 = —2(¢ =3,5,---), #<0 ist 
eti(otti) ies aa 
also 
: sz | eae 
Cle Wieser bra 
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§ 83. 
- S's) |. 
Abschatzung von zee h 
Satz: 1. Fir o <—1, |¢|>1 und 2. fire =—z(¢ =3, 5,-- ), 
+20 ist 
ee rn 
ae og | s|. 








Beweis: Nach der Funktionalgleichung 
2 
g(l—s)= ea cos S I(s) £(s) 
ist 
f(s) = i ee : sin T(i—s)&(1—s), 


&"(s) 7 Ir G=—3) e’(1—s) 
qe ~ 822) + 5 oe SF — aay — Fama 





Aus Symmetriegriinden geniigt es, 1. die Viertelebene o << —1,¢< —1 
und 2. die Halbgeraden 6 = — z, ¢<0 zu betrachten. Alsdann ge- 
hért s dem Gebiet an, fiir welches der zweite Satz des § 82 bewiesen 
ist, 1 —s dem Bereich, fiir welchen der erste Satz des § 82 gilt. 
Ferner ist fiir o<—1 (also gewiB fiir alle in Betracht kommenden s) 


s(t —s) logp , 
| vee ’ 
daher ist fiir alle s der Behauptung 


$"(8) 
G(s) 





< log (22) + 4 a + ¢ log|1—s| + 





<¢, log|1—s|, 
und dies ist 
<6, log|s|, 
da im jenem Gebiet die GréBe 
md 
oe 
unter einer endlichen Schranke ¢, liegt, also 
log| 1 — s| < log (%|s/) 
= loge, + log|s| 
< Cy log|s| 


ist. 
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§ 84. 
Hilfssatze iiber dic Verteilung der komplexen Nullstellen 
von ¢(s). 
Satz: Hs sei 7 >0, N(7) die Anzahl der Nullstellen 
eo=B+y 
von €(s), deren Ordinate y dem Intervall 
| Gieaire 7! 


angehoért. Dann ist 
N(T + 1) — N(T) = O(log 7). 


Beweis: In § 76 war die Identitaét bewiesen: 


SB as MOSS pram 
Q 

















eer es Cae eee ae ete 
r+) 
dh. 
r (5 +1) 
1 1 f"(s) 1 G 
eg) cg Ot er 
é P(g +1) 
Fir s=2+7% ist 
(Os ear. 
\f) |= £@) 





und nach dem ersten Satz des § 82, der wegen 
8 é ihe. 
set SY 

fiir 7 > 4 anwendbar ist, 


also ist fiir s = 2 +7 
> 1 1 
ors sh dU ED 


somit a fortiori 


y: } 1 1 
@ (5 + 2) = Oleg 7) 
und daher wegen 


Landau, Verteilung der Primzahlen. 22 





338 XIX. Genaue Formeln fiir gewisse endliche Swmmen. 


























n (4, +9) sexeeperom ter 
2 asp 
> ¢Com 
2h ipo 
(2) DiFa= = O(log 7). 


In der Summe links gibt es 


N(T +1)— NT) 
tM a est OS 


Glieder, fiir welche 


ist; jedes derselben ist 


Mi 


1 
= =) 


| 


role 


Daher ist diese Teilsumme 


IV 





NET At anh 
2 7. 


also 


N(T +1)¢ N(L) = O (og 7). 


Aus dem bewiesenen Satz folet fiir konstantes A S 0 und kon- 
stantes B> A eee 


N(T+ B)— N(T + A) = SN T+ At + Ll) — NG + A+ 


+{N(T+ B)— N(T+A+[B-—4])} 
(3) = 0 (log 1, 


ferner 


N(T) = N(1) +>) (XQ) — N(m—1)} + {N(L) — NLT} 


. 
= > logn + O(log T) 
n=2 
= O(T log 7). 
Satz: Wenngin.> nur alle diejenigen Wurzeln durch- 


lauft, fiir welche 


| Ley eed 
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ist, ist 


Beweis: Es ist 


Dip ey = 2 po 


e Q 
| anes 
22 wa 


=< 1 ‘ -— 1 — 
2 i Be. 
ps ( 7) 


womit nach (2) die Behauptung bewiesen ist. 
Satz: Es ist ftir s=o-+ Tj, =l<a6<2 


4: 1 1. " 
Z > (=s+ = O (log T’). 
Beweis: Nach der aus (1) folgenden Gleichung 


my Cet 
Bo ee 
mn r(s +3) 























ist fiir obige s, da 
f(s + 8) >2, 
RQ +3)22 


ist, 
| = : a s 5 
| Gree te) Soe tba lels +a] 
Q 


<¢, log|s.. 
Die Glieder dieser >, welche nicht zu >’ gehéren, haben nach (3) 
eine Anzahl ; 
<NM(T+ 1)— NT — 1) 
- = O(log 7’); 
jedes jener Glieder ist absolut 
1 
<14+ — 
ae he 
<1 + %p, 


da es fiir a eine feste obere Schranke ¢, gibt. Daher ist 


29% 
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al yet 1 oye eee? 
|< Buea - aS eae | 48 SFI, 
2 >" fe es. ; as +3) 











< ¢, log|s| + Gg log | s| 





= G4, log|s, 
also 


2 —t- 2 | ( Mic 5) (Gat) -2 Gast) 
S| ae a polpePate sre 0. 


— Gece aioe |s-+3—e| 




















D 


SEG ee |3(s—e)| erer 


= ¢, log|s| + > en 


‘ 1 
== 10g Ss — 3 >) fy)? 
g 
also nach dem vorigen Satz 
7 4 1\ | 
a — ‘s = (<4 log|s| + O(log 2) 
g 


< ¢,log (2 + T) + Gq, log T 
<?¢ tov a, 


> (yt 2) = Ole. 


Q 











§ 85. 
; : i a S‘(s) 
Weitere Hilfssatze tiber Zs)" 
Nach dem ersten Satz des § 84 gibt es speziell eine Konstante 
(4;, 80 daf fiir jedes ganze g > 2 das Ordinatenintervall 


G<— tg 


héchstens ¢,, logg — 1 Nullstellen enthalt. Teilt man das Intervall 
(g:--g +1) in [¢,logg| gleiche Teile, so mu8 also mindestens eines 
dieser Teilintervalle in seinem Innern kein y haben. Wird der Mittel- 
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punkt je eines solchen Intervalls mit i: bhesaltdivot — womit je eine 
Zahl 7,, T;,--- eingefiihrt ist — go ist also fiir jedes g >2 und 
jede Wallstellenuntsmate y 
1 
T.—»|>>——— 
| x ?| 2 ore toe gl 
1 
= 2¢,, logg 
1 
2¢,, log T, 
_—_ i . 
rier oe =, 





¢,g ist von g und y unabhingig. 
Die Zahlen 7, seien nun ein fir alle Male fest ea aa Dann 
gilt der 
Satzy Ptr t= 7, ist 
s)| 
§ (8) | 
Beweis: 1. Fir o<—1,¢=T, ist schon nach dem Satz des § 83 
| &°(8)| 
| 66) 


21 6 
<2, 10g" | s!. 


| < ¢ logs | 
< Cp log? | s |. 
2. Fir —1<6<2,t=T, ist 
: Fa Pee 
ab SCS DE Hd. 
2 g 
wo > so in a oe > eingeteilt ist, dai 
ee elas: 
ey <t n> 
ist. > umfaft nach § 84, (3) nur O(log T,) Glieder”, deren jedes 











@ 
hil Pee etl oy 
nach Definition der ‘ip -Zahlen 
< Glog T, + a 
< G4, log dace C19 


1) Das Zeichen O bezieht sich auf eine Funktion der ganzzahligen Variablen g. 
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ist; daher ist gleichmiBig fiir — 1 A028 


Dae +2) = ocae 2 


g 
ferner ist nach dem ersten Satz des § 82 


7 (5 fe +4) 
rt) 
nach dem letzten Satz des § 84 


Dees a) es 


Uv 
\ 





= O(log T,), 





daraus folgt 
oo = = 0(1) + O(7 7.) + O(log 2,) + O(log T,,) ) + O(log? fee 
= O (log? i; 
a <i, log" | Si. 
3. Fiir 6 > 2, t= T, ist 


S"(s) 
(8) 





. . a3 “(2) 
= ES) 

= Coe 
<_G10¢-)S)- 





§ 86. 

Uber die Darstellung der endlichen Koeffizientensumme einer 
absolut konvergenten Dirichletschen Reihe durch ein be- 
stimmtes Integral. 

Satz: Es ist fir a>0, 7>0, U>0, wenn V = Min. (7, U) 
die kleinere der beiden Zahlen 7, U ist (eventuell ihr ge- 
meinsamer Wert, wenn sie gleich sind), 

1, falls y> 1 ist, 


Sees 


ys 2 ies: Gad 
[2 - ds oat =s ¥ logy’ 
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2. falls O<y <1 ist, 


pe 





Beweis: 1. Es sei 


y>t. 
Ich wende den Cauchyschen Satz auf 


[eas 


und das Rechteck mit den Ecken a Ui1,a+T71, b+T1, b— Ui an, 
wo b<0O ist. Dann ist, da dér Pol pee etre dem eeidaun 1 
darin liegt, 











at+Ti b47% at+Ti 
te wana ava fe gle ds, 
a—Uit 
at+Ti 
ae ds—2ni sft do+(T + U2 it as 
2 [0 yf 
<SFly do +(P+ UO); 
b 
<7, O96 eT 0 ee 
=55 shy (2+ Uy 
also, da dies fiir alle b< 0 gilt, wenn zur Grenze b = — oo iiber- 
ird 
gegangen wird, tes 
By Reicha 
a—Ut 
2. Es sei 
ie 7 <1, 


Ich wende den Cauchyschen Satz auf das obige Rechteck an, wo 
aber 6 eine Zahl >a bedeutet. Dann ist, da der Pol des Integran- 
den auBerhalb dieses Rechtecks liegt, 
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344 
“ Sate b— Ui yer : a+Tt 
tas = [ast Y ds + f%as. 
§ Ss s s§ 
a— Ui a— Ut b— Ui b4+Ti% . 
at+Tt b 
frolsft oH P+ OS A, v do 
a—Ut 


4 4 
<j fyrdst ("+ 0% 


<p Judas (r+ u)¥ 


2 
5 Pees er =, 


also, wenn zur Grenze b = oo tibergegangen wird, 





| a+Ti 
y" | < SA 
Js | SH hogy 
os / 
Aus diesem Satze folet, da8 das unendliche Integral 
atot hee 
[tas= fe “ds ; 
e > T=0 
a— ot Gao an 


wo a>0 ist, fiir y>1 und 0O<y<1 konvergiert und den Wert hat: | 
ator * < 
[tas a 2xt— ftiry>1, 
Js =U fir O<y< 1. 
Fiir y =1 ist das Integral gewi8 nicht konvergent, da 
a 1 Le Sid 





tdt Le oe - dt 
ne Cae a? + ¢ 
; U 


ist, wo der reelle Teil fiir 7’ = oo, U= co keinen Limes hat, wenn 
T und U unabhingig ins Uneudiiene rticken; wenn jedoch von vorn- 
herein U= T pecetns wird, so hat / 
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a+Ti 


ds * ea 
1S] Seve 


a—Ti 


fiir ZT = oo den Limes 


a _ at cs adu 
att a? + (au)? 


Co 


ier du 
a ere, 





~ . = Ae 
| oe | du 
— 21 fe 
= 21, 


und zwar gilt die Restabschatzung 


| 


a+Ti 


ds 
Peel fats + fot 


| 
Pee 
23a] 
i 


x 2a 
Fir alle y > 0 haben wir also gefunden: 
a+Tt 
lim | “ds 
PS eae 
existiert und ist 
(2) : =i fir y=1, 


=@0 fird0<y<l, 
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und zwar ist fiir y > 1 














| a+ Ts : 
Y as 2a 
| : ds he log y? 
la—ae 
fir y = 1 
y a+Ti 
e : 2 
“ds —mi Sa, 
a—Ti 
fir iy <1 
| a+Ti 
y" eves id 
(3) . [tas = T —logy 
|a—Ti 
Satz: Hs sei a>0O, 
| Bn | 
oe 
n=1 
konvergent, also 
f°) b, 
DE)—> 4 
w=1 


eine fiir 6 =a absolut konvergente Dirichletsche Reihe und 
zx>0O. Es werde 


= >", fiir nicht ganze z, 
: rhb 
f(#) 


->%,-% fiir ganze x 
n=1 
gesetzt. Dann ist 
a+Ti 
lim f @D@as=2nif@). 


T=00 
a—Ti 


Ubrigens braucht D(s) auf der in Betracht kommenden Geraden 
6 =a nicht regulir zu sein; nur fiir 6 >a folgt dies aus den Voraus- 
setzungen. 
Die Betrachtungen des § 50 zeigen nur die wegen der absoluten 
Konvergenz des Integrals viel leichter beweisbare Relation 
atot . 


[20a = 221 >'b, log =. 


a—cot n= JL 


/ 
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Beweis: Da von a— Ti bis a+ Ti wegen der gleichmaBigen 
Konvergenz gliedweise integriert werden darf, ist 
a+Tt a+Ti a 
at ae b, 
f2neas -{* > £43 
a—Ti Ie n= 


a+Ti 


n=1 a—-Ti 


a+Tt a+Ti 


fe. se fa 


n=1 a—Ti n=x+1 a-Ti 








Nun ist nach (1) in den Gliedern der ersten Summe, fiir welche 
n <a i§t (d. h. in allen mit eventueller Ausnahme des letzten, falls 


namlich x ganz ist), 
a+Ti 


Aine 
lim pees, 
Poe sae ie 


nach (2) in dem etwaigen Gliede n = (das fiir ganzes x auftritt) 
a+Ti 


ene 
lim f& ds = at 
Ties § 


a—Ti 


a+Ti at+Ti 


Jedenfalls ist daher 
x s 
A 


s E2 & 3 
lim S70, Hf (Obr b, lim op 
T=0 a TP =\00 s 


m=1 a-—Ti n=1 a—Ti 
= Uae), 


und die Behauptung des Satzes reduziert sich auf 


ds 





a+Tt 


lim ys f Bao. 
eee Pe « Ss 


Nun ist nach (3), da hier 
_& 
Dis Grae i 
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348 
ist, fir n >[2]+1 
| a+Tt . ote 
ee 
oe Pre ay 
Phe ee re a one 
a-—Ti = nN 
2 on eet 
eet (GS) n@? 
x 
also | 
a+Ti | 
a“ $ | 
| Sh; fe so) ee Ae 1D, 
H s il [#]+1 Lee 
wg BEL) A 


n=xe2+1 a—-Ti 


wo die rechte Seite fiir 7’ = oo den Limes O hat. 





§ 87. 
Anwendung auf die Darstellung und Berechnung von F(x,7). 
Fiir die in § 82 eingefiihrte Funktion F(w#,7), in der ich vor- 
laufig » reell annehme, ergibt sich also, da die zugehérige Dirichlet-. 














sche Reihe 
log p » A”) 
Spe ae 
an pm < nt 
> ~ A(n) 
n=1 

etme f(r+s) 
f(r + s) 


a = Max. (1,2 —r), 


fir o > 1—vr sicherlich absolut konvergiert, folgendes: Wenn 
ry yay 


reso 


Hai 
a=1 
a=2—yr fir 
gesetzt wird (so dai a>0O und a>1—v ist), dann ist fir x >0 


a 
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— 2uiF(a,r) = —2ai >) 8? 


psa 
a+Ti 

at (n+) 
pe ere 


atr+Ti 
a TE (8) 
eee 
atr—-Ti 
b+ Tt 
bare: He wae) 
Ae le 
6—Ti 











wo 
b = Max. (2, tr) 

ist, d. h. . ‘ 

Va b=1+4+r fir r2>1, 


co fir r<1. 


Daraus folgt ganz speziell, wenn Z nur die diskrete Wertfolge 
Tig = 2, 3,---) durchliutt, 
b+Tyt 

Poa £’(s) 

s— 9 (8) 


vies 
—Tyt 





(1) — 2xiF (a, r) = lim 
, eee: 


Ich nehme nun yorliufig das reelle 7 verschieden von 1, — 2, —4, 
—6,--- an; die Faller =1, —2, —4, —6, --- werden sich, da die linke 
Seite von (1) stetig ist, durch Grenztibergang nachtraglich aus der 
Endformel ergeben. 

Es sei x >1. Ich wende den Cauchyschen Integralsatz auf 
den Integranden in (1) und das Rechteck mit den Hcken 6+ 7, 
—z+T)i an, wo 2 eine ungerade ganze Zahl ist, welche >3 und 
>—r+1 gewahlt sei. Dies Rechteck enthilt gewif auf dem Rande 
keine singulaére Stelle des in der ganzen Ebene meromorphen Inte- 
granden. Denn der Pol erster Ordnung s =r mit dem Residuum 

; 5) 
g(r) ? 
(r war von den Polen von ag verschieden vorausgesetzt) liegt wegen 
—e¢<r—l<r<b 
im Rechteck, und, da — z keine Nullstelle von £(s) ist und auch die 
Ordinaten + 7, frei von solchen sind, liegt auf dem Rande keine 
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ee Stelle des Taeoeandene Im Innern liegen folgende singulare 
Stellen, siimtlich Pole erster Ordnung: 

















1) s=r mit dem Residuum oe, 
ir 
2) s=1 mit dem Residuum — —, 
3) 6 22, = 4 ye dh. s = — 2q fir q = 1,2,---, [5] 
mit dem Residuum Te 
== ogee? 
4) die nicht reellen 9, fiir welche 
we) Ue oe ily 
ist, mit dem Residuum 
ne * 
e—r 
Daher ergibt sich 
b+T, a 
1 (27s) aE AC) 
nae £(s) da ae eee eel (r) 
b—T, gt <<, 
(2) —2—-Tyt bg ia ae. ae t 
i Ne g'(8) oe hic) 
eile 7 £(8) ds + oo 5 ae ds le oe ~ ed 
b— Ty? —2—Tyi —2z+T g? 
In (2) lasse ich nun zg — durch ungerade Werte — unendlich 


werden und behaupte, daB jedes der vier in Betracht kommenden 
(von z abhiingigen) Glieder rechts einen Limes hat. 

Was nimlich zuniichst das vorletzte Integral rechts anbetrifft, so 
hat der Weg die feste Linge 27’, und auf ihm ist nach dem Satz 
des § 83 





&s) | 
| £(8) ake 
a" Ss) | 
s—r €(s) | ae e+tr - ¢ log s| 


a tate ¢; log (¢ + T,), 


was von den Punkten s des Integrationsweges unabhingig ist und fiir 
= oo den Limes 0 hat. Daher ist 
—2+Tyi 


lim (#~" £@) 5. _ 
lim (2— f(s) ds a 


—2-TD, i 
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Bei den zwei anderen Integralen rechts in (2) ist, soweit o <— 1 
ist, auch nach dem Satz des § 83 














‘3 
aS < ¢, log|s|, 

iets lad (s) = 

s—r &s) Se 7 loa Is 
da fir s=o4T7,i 

1 log |s| 

im ——_. = 0) 

pa ls Fy r| 
ist, hegt a fortiori auf der Strecke 6 <— 1 der Geraden ¢ = 7, oder 
i=—T, log |s] 

[s—r 


unter einer endlichen Schrankey da . 


- -—1 
ft 4k “do 
konvergiert, diirfen jene zwei Integrale bis 6 = — oo erstreckt werden, 


haben also gewi8 fiir durch ungerade Werte wachsendes z einen Limes. 
Endlich ist wegen x es 1 


Guede re 2d if 
in 3 igh. he Sas 








yorhanden. 
Der Grenziibergang z= oo liefert also 
b+Ty% 
OY ee f(s) px ge 22-" (er BO. 
= Ee Fay 28 = Seg Dare ra reap uae 
(3) Bia ia oO ay 
g g 
$—T of $—P7 wr 
1 #780 ge 1 (EEO g, 








20.) s—r E(s) i s—r &(s) 
—oo Pot —co+ 


Jetzt lasse ich g (durch ganze Zahlen) unendlich werden. Fiir 
die von g abhingige Summe rechts in (3) kann ich zwar nicht direkt 
zeigen, dafs sie einen Limes hat, wohl aber fiir die linke Seite und 
die zwei von g abhingigen Integrale rechts. Daraus folgt dann eben, 
daB auch jene Summe 


ie aks 


e—r 
é : Sled ena 
einen Limes hat. 
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Zunichst nihert sich nach (1) die linke Seite von (3) dem Limes 
—F(a,r). Ferner ist in beiden Integralen rechts nach dem Satz 


des § 85 7 





























S| <4 log?|s|, 
a ee) o—r log?|s| 
s—*r £(8) et js—r|? 
also, wenn nur 
g>2\r| 
ist, wegen 
[s| > 2 r], 
Let oe Le 
8 | 
= 
a" §'(s) o—r log? s| 
ls—r €(s) Gat 's| ; 
a6 
also, da “ey fiir. y > e? mit wachsendem y abnimmt und 
[sje 7, 
ist, fiir g > Max. (2|7|,-8) 
as £’(s) | : a ] g? Ki 
phe ee aie OY ee 
b+ yi . - 
ss log*T, -r o 
(4) foieas < 2¢,9 FF & fe de 
of 2yi Bets 
und ebenso 
b—Tyt b 
goa? £’(s) log? T,, aa pe vs 
(5) jhe. “E(s) ds sei tine ype | x do. 
; —o— Dot —2 








Die (gemeinsame) rechte Seite von (4) und (5) hat fiir goo den 
Limes 0. Daher haben die beiden Integrale rechts in (3) den Limes 0. 
Der Grenziibergang g = oo liefert also aus (3): 


a 1—r z pagan o-r ; 
(6): 9 FG, 1) = ee Lotfi 525 
1—r — 2q+r hee f(r) 


Jetzt ist es leicht, zu beweisen, daB die unendliche, nach absolut 
wachsenden Ordinaten» geordnete Reihe 





oe Wobei die Reihenfolge der @ mit absolut gleicher Ordinate unerheb- 
ich ist. : 
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@ Bae 
Q 


konvergiert. Da die Existenz von 


9 
. a> 
lim ae 


g=ea7 Sy<r,” =T 


feststeht, ist es hinreichend, auferdem nachzuweisen, daB 


Oe 
8 


ee re) 


(8) lim aals| 


I=" 95 |y|S9+1 





ist. Denn jede Folge konsekutiver Glieder (von Anfang an) 


v 


ees 





S n=1 

wo die Ordinate von 9, absolut gréBer als 2 ist, unterscheidet sich ja 
von einem o-r 
x Gal<ly laut 


um einen Gliederkomplex, der ganz einem Streckenpaar — (g++ 1)<y<—y, 
9<y<g9+4+1 angehort. Nun hat 
| ee 
Pine 


1—r 


nur O(logg) Glieder; jedes ist rae woraus die Behauptung (8) 
folgt und damit die Konvergenz’) von (7) und aus (6) die Endformel 


jp = = itt o-—r Ryd 
eee ee See eete Ny ONS Fee) 
(9) Aah oe gen Te 2q-+r et g(r)? 

1) Natiirlich ergibt sich aus (8) auch, da die Reihe (7) nach wachsenden 
absoluten Betrigen der e geordnet werden darf, wobei die Reihenfolge der o 
mit gleichem absoluten Betrage unerheblich ist. Denn dem Kreise |s|<r ge- 
héren fiir r>1, da er die Gerade 6=0 in den Punkten +77, die Gerade 
6=1 in den Punkten 1+ //r?— 1-1 schneidet, alle @ an, fiir die |y|<//r?—1 
ist, und alle dem Kreise angehérigen @ haben ihr |y|<r. Da nach (8) gewiB 


| ,9-7T 

i > ee ad |heece 

i _ jo—r. 0 
Ve-1slylsr 


ist, ist die Behauptung bewiesen. 
Landau, Verteilung der Primzahlen. 23 
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fiir alle reellei vr, bei welchen 
f(r) 
&(r) 
einen Sinn hat, d. h. mit Ausschlu8 von r= 1, — 2, —4, —6, ‘ 
Nun ist die linke Seite von (9) fiir alle poailen Y ees: sind 
stetig. Der Wert fiir r= 1 und r = — 2q ist also gleich dem Limes 
der rechten Seite fiir Annaherung von 7 an diesen Wert r,. Die 


umme 
pias 
— 
Q 


ist in jedem endlichen Intervall von r 











Fie Ge 

gleichmiBig konvergent, da 

oe hia xs Me 

a = pie — a 2 

; G1 e  e(e@—7) 
und 
LS p le a)" Max.(|r, |, |r21) 
le(e—7) | = Fanaa 


ist, wo die rechte Seite das allgemeine, von 7 unabhingige, positive 
Glied einer ma Reihe darstellt. Es ist also 


gens 





rary or ey 


Auch ist auf jeder ae ane ee 


; ; pes Se 
die Reihe a 


co 


Qq+r 


g=1 





gleichmiBig konvergent, wobei der Strich andeuten soll, daB von 
der Summierung alle diejenigen Glieder auszuschlieBen sind, fiir 
welche 2¢ +7 dem Intervall (r,---7,) angehért; es ist némlich fiir 
q > Max.()7 |, |731) 

se i Pe oa 


ret, ne 
F(a, 1) = La F (4,1) 


10 St Se 
uy) oe 2q¢+1 ee 1—r~ g(r) 





Daher ist 
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and firs go = (12, 3, 
F(«,— 2q)) = lim F(a,r) 
r=—29% 








1+ 29 ge 29+ 290 8 + 2% : 2%? , 

at) nears ae ee ar za) 
eo ; 

Mit anderen Worten: Es ist (9) fiir alle reellen r giiltig, wenn man im 

Falle r=1 und r=—2q, unter der Summe der zwei sinnlosen Glieder 


den Limes bei Anniherung von r an den betreffenden Wert versteht. 
Ubrigens ist in (10) 
agg fe se 2 
tin (56 . 
et ae Se] age) Gary fate ws. one 
=lim((-;2 jtloge (£1)4--)4(2,-C+4¢—+--)) 
= log £—C i 


und in (11), wenn 





ee) 
Jim ( g(r) cs 2d, <3) = B_2.9, 


gesetzt wird, 


Jin (ce —E) tin (ghey lew) Cegtgg Benet) 


r=—29% 





=—logx+ B_2,. 


Es ist leicht einzusehen, dab die Formel (9) fiir F(x, 7) mit dem- 
selben granum salis auch giiltig ist, wenn 7 irgend eine komplexe 
Zahl bedeutet. Die linke Seite F(x, 7) von (9) ist naémlich bei festem 
“x eine ganze transzendente Funktion von r. Ferner sind offenbar in 
jedem endlichen Kreis 

In| <e 
der r-Ebene beide Reihen auf der rechten Seite von (9), falls in ihnen 
die Glieder weggelassen werden, fiir welche 2¢ +7 bzw. @ —r jenem 
Kreise angehért, gleichmiBig konvergent. Denn bei 


die Aopen on aie geen 
——_ = : 
ant @  e(e—*) 
ist, wenn nur |y| hinreichend groB ist, im Kreise |r| <e¢ der abso- 
lute Betrag des zweiten Glides 


or . azit¢ 


e(@—r)| 
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woraus die gleichmaBige Konvergenz von 


Dae ee 
: e(e—7r)’ 
eee Pe +2 = 
: er aan 


folgt, und bei der Reihe 


also von 





ts tot 


ag tr 


ist von einem gewissen q an 

| go 29-7 pe nae 

|eq+r| <a 
Die rechte Seite von (9) stellt also in der ganzen Ebene, aus der die 
Pole von oo herausgenommen sind, eine reguliire Funktion dar; folg- 
lich gilt (9) auch in dieser punktierten Ebene. Und zum SchluB 
sehen wir, daB (9) auch richtig bleibt, wenn r mit v Nullstellen o, 
(einer Nullstelle »ter Ordnung, v >1) der Zetafunktion zusammenfallt, 
falls nur dem fiir + = 9, sinnlosen SENS 


a8o—” g(r) 





4 Q—r &(r) 
der Sinn 
ely esl e otra a) 
Jim ( Yet Er) 


beigelegt wird, d. h. der Wert 
— vlog + B,,, 


wo 


B,, = lim ($8 4 —* 


rah EO eo 7, 


gesetzt ist. 


Also gilt (9) fiir alle komplexen r, wenn im Falle 
a uf re 249; Q 


der auftretende Komplex endlich vieler sinnloser Glieder seinen Limes 
bedeutet. 
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§ 88. 
Ubergang zu /(x,7r). 
Es war nach Definition 
f(a 7) “2 
‘log 
F(a,7r) -> ss 


pr <sz 





wo beidemal das etwaige Glied mit p,™—=—a den Faktor + erhilt. 


Es ist a 
F(a, r) ae apf (@ a 
also fiir reelle R 


f(a, B) =f F(a, r) dr + Cle), 


wo sich die Integrationskonstante (in bezug auf 7) c(a#) leicht aus 
Tina a f(a, BR) =0 


= - SRG, r)dr + ¢(2) 
als a 
C(x) =f F(a, r)dr 
bestimmt, so daf ie 
f(e,E) = | F(a, r)dr 


ist. Insbesondere ist also 


f(z) a (2, 0) 


= { F(a, r)dr. 
a“ sei > 1. 
I. Ich will f(a, R) zunachst fiir —2< R<1 explizit darstellen. 
Es gilt die Identitait (9) des vorigen Paragraphen auf dem Wege von 
r= R bis r=oo mit Ausnahme des oberhalb R gelegenen Punktes 
r=1. Nun ist fiir positives, zu Null abnehmendes h 
1-h 


f(a, B) = lim Wea r)dr +f FC r)dr), 
also, da in jener aaaws ) 


Pe ime 6) 
Fig, 1) = Se e=F Ee) 
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jede der zwei Teorites auch im Pan y =1 einen Sinn hat, iss 
hier die vorliufige Hinfiihrung des h unndtig ist, 


1-—h 
; : wee a) Se 
acai we rtf, - )ar) 
Ges oe” 
+f Dgtr 2 an 
@ 


1-r Tha 
denn die ‘aostae bis oo ist sowohl bei - te als auch bei a ; 











(1) 





also auch bei der Differenz beider, ya: Hs ist 











cr) 2 eee 
fee ca al a 
1+h J+h pym 
Sean 
% m(1+h) 
pym bes 
= — log £(1 + h) 
Sheds 


Es ist ferner, wenn Z(#) den Wert bezeichnet, welchen die fiir o > 1 
eindeutige Funktion 
S Z(s) = log &(s) 


Boe, 
mp" 3 


p,m 
bei Fortsetzung lings der reellen Achse mit Ausbuchtung nach oben 
zur Vermeidung des singuliren Punktes s = 1 im Punkte R annimmt, 
1—h 
(2) - 2019 =1im( fEPars fears fan), 
wo das erste und dritte Integral geradlinig erstreckt sind, das zweite 


tiber den Halbkreis nach oben mit dem Radius h. Da nun 
1+h 1+h 


S"(r) dr 
lim ier gear ante 


0 


: ay 
=— lim ape sey 
h=0 he?’ 
7 


— — lim (— xi) 
h=0 
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ist, ist nach (2) der Bestandteil der rechten Seite von (1) 


o(”) o(r) ‘ 
lim ( (far = [a = Z(R)+ mi 
= log &(R) + xi; 


diese reelle Zahl ist gleich dem reellen Werte von 

















log (— &(R)). 
Ferner ist 
i- 
lim ( ) = tim ( OF wife ‘dy) 
oor 
wit ce hae du ) 
ae (fe a logwu/? : 
0 al 
also, da . 
x” 1+hlogx+--- 
; du é du 
lim POs a lim ee 
=o 0g u peor log wu 
Q—27—h 1+hloga+--- 
==) 
ist, yes e—h gi-Rk 
: eRe = 
tim ae: a) oar) - oe + log w, 
“aw ) 
noe cn 
d. h. nach der Definition in § 4 
= Li (a'-*), 


Ich behaupte ferner, daB jede der beiden unendlichen Reihen 


; oo 
—29-r ee 
> S und > A ~ einzeln und zwar gliedweise von r= RF bis 
2q-+r : Op 
q=1 


Q 
y == co integriert werden kann. Fiir 


ee 
Dees 
g 








folet dies aus 
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aa der erste Summand rechts liefert, da a” heraustritt, 


fe Dy “St fe rar, 


und der zweite darf wegen 


ba" e |e at Tle] 
| Bue) 


leeo—n|—= 
bis ry = co, und zwar gliedweise, integriert werden, da 





oo 


farlr|ar 


R 


2q-+r 
g=1 


konvergiert.  Fiir 


folet dies noch einfacher aus 


eta" | oo 22 a 
aT ae 
Also erhalte ich aus (1) 


f(a, BR) = Li(a'-*) + log (— &(R)) +> f ee: : as Shee 


Hierin vereinfacht sich noch manches. Es ist, wenn die Er- 
klirung von Li(e”) aus § 5 beriicksichtigt wird, 
o-k 
OSRe x 
NE Tee, e 
[ae foe 
R ot yt 
(o- fee 
= ab —as 
—o+yilogx 
= Lilet") ime, 


wo das Zeichen — fiir y >0, das Zeichen + fiir y <0 gilt. 
Endlich ist 


3 {eae : > fia 
20-9 pers 


i 2; 2qg+R 


oo io°) 
° 9 
a 29+ Ru 
re Sa Be 
. uU 
‘ 1 / 
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also, da alle Elemente positiv sind und folglich die Vertauschung der 
Se eeaniion mit der Integration erlaubt ist, 


ek cf ge Aat Ru 
Sue ; = laa 
aq4r% ire | u 





fe goku 
—R 
“f, Fae On ee 9 
y log y(y* Sy: 


re kommt fiir —2< R<1 heraus: 
f(a, R) = Li(a'“) + log (— £(R)) 


(3) | 3 y ® 
| ee Lilt) 21) + | seg tgr an ¥ 
- Insbesondere a fi =0 ergibt sich wegen 


—£(0)=4 
1@) = fle.) 


— = Li(«) =a Li(a®) = xi) tft annie log 2, 


also, wenn die Wurzeln 0 in Paare 0’,0”, wo 0” =1— 09’ ist, zu- 
sammengefaBt werden, 


Ee Li(a) 2, | (Li(a®) + Lil (a*’)) paf Gr PERI OKe y — log 2, 





wie schon in § 5 der Hinleitung angekiindigt stand. 

Ebenso will ich jetzt f(z, R) fiir alle komplexen R darstellen 
und zwar direkt’) auf demselben Wege aus F(z,7). Hs geniigt, ein 
R zu betrachten, das von 1 und von allen — 2q und @ verschieden 


1) Natiirlich lieBe es sich auch aus f(x, R), —2< R<1, ableiten, da f(a, R) 
eine ganze Funktion von f# ist und nur alle Glieder rechts in (3) als ana- 
lytische Funktionen von F studiert und auf simultanen Wegen fortgesetzt zu 
werden brauchen. 
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ist; fiir ein solches ausgenommenes Ff ist f(a, R) eben der Limes des 
sonst giiltigen Ausdrucks”. ; 

IL Es sei zunichst R reell, <— 2 und von —4, —6,---, —2q,--- 
verschieden. gq, sei die ganze Zahl, fiir welche 


—2q+)<Kk<—2q% 
ist. 
Dann ist 


f(a, B) = (a6: r)dr 
i ae r 78 r t’(r) 
-((+2 es ; Ss as ee 
A 1—r 40 —29-r a te "a 
agg Bi ae Es ten to) ( a 
{(a3 aq+r lara d aq+r" 


Hierin ist 
28a? et 
Se : 
{(g+3 { 2q-r a 


miin( fesers fe Bl Sires face) 


1+h 


—29— —2(g9-1)—h —2-h 
eat ¢ © 4 rt ft (r) ¢’(r) St (r) [ie (r) 
im (_ Jioe el ea Tere 2 era tan ar 


— 29+ 























= Li(«'~*) Sie + log &(R) — (q — 1)x7, 
q=l 
wo log €(R) den Wert bei Fortsetzung lings der reellen Achse mit 
Ausbuchtungen nach oben um die singuliiren Punkte bezeichnet. 
Ferner ist 


ge? 

. eas *(0—-R)\ — . 
[ear = tile ) = xi, 
R 


1) Natiirlich ist leicht festzustellen, da8 diese Vorsichtsmafregel nur bei 


endlich vielen Gliedern nétig ist, wiihrend in den anderen R glatt eingesetzt 
werden kann. 
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wo das Zeichen — fiir y >0, das Zeichen + fiir y<0 gilt. Endlich ist 


= 9 p= rn = 9 
a“ Ct ee a ge AatR)u 
Pe, fimar-f > U du 


9=tlR L @=%+t+1 


fos] 
an (29 +R) u qt 
= See RL 
Uw We ee 


t 


J Teoh 
y log y(y? — 1) oY: 
Also kommt heraus: 


f(z, R) = Li(a**). = Sri *) + log &(R) 











it zs) y 7% 
Rot yx) = Li(a®*) = wi +f deine y. 
Eo ipso ist aus Realitaitsgriinden (und direkt) ersichtlich, daB hierin 


log £(R) — (qo — 1) vi = log |£(R)| 


ist, wo rechts log den reellen Wert bezeichnet. 
Ill. Fir R>1 ergibt das Verfahren 


iy: par pte Sand —K 
ea = RECS eats )=xi)+ y logy (y? ply 


wo sich noch die beiden Integrale zusammenziehen lassen: 
1- ‘a 


pA r 
ee dr = * ds 
R- —n 
a gy k-Ye 
= {€ ben 
U 


1 





fe ip) 
eer a y log y dy, 


wo [> o) oa) 
1-r —R * Rk 
2 art f tern tf Sos a9)" 
fFews) pain” if ieee ES ie 
R ae x 
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IV. Fiir nicht reelles, von allen @ verschiedenes k= Rh, + Rye 
ergibt sich, wenn zur Ordinate R, kein g gehért, bei horizontaler 


Integration 
an+ Ryt 

f(a, B) =f Fle,r)ar 
R 


R. 


ea Net cone 

(in 

x 

Sad brmras La: 
R g=1R 


D+ Roi m+ Rot 





00 jeer fe Pe a ¢’ (nr) 

: @q4+r sees eae ES Ey Oo” 

= (Li(a~*) F ni) — > (Li(a*"-*) F a1) — > (Lia *) x4) + og 6 (B), 
g=1 Q 


wo — oder + gilt, je nachdem der Exponent von « im vorangehenden 
Li positive oder negative Ordinate hat, und wo log €(R) den Wert 
‘bei direkter Fortsetzung langs der Ordinate R, bedeutet. 
V. Endlich ergibt sich fiir R= R, + R,i, wenn zur Ordinate R, 

die von f verschieden vorausgesetzten Wurzeln 

0 = 01°71 O% 
mit Abszisse << R, und 

0 = 0°" 0, 
mit Abszisse > R, gehéren (wo a oder 6 = 0 sein kann, so daB die 
betreffenden Glieder dann nicht auftreten), falls > “auf die tibrigen 
o beziiglich ist, g 


f(o,R) = (Lia! *) Fas) — S(Lie*") xi) 


= (Li(a’-") Fxi)— >) JR ds — >'1ife?-*)+1og6(R)— pas, | 
0 aot Nis aes | 


wo log &(f) den Wert bei Fortsetzung lings der Ordinate R, mit 
Ausbuchtungen nach oben bezeichnet. 


2 


§ 89. 
é: a? 
Uber die Art der Konvergenz von ae 
g 2 ; 


: Da bei F (z,r) nicht erst die Integrale auftreten, lege ich diese 
Formel als die iibersichtlichere den folgenden Erwagungen zu Grunde. 
Es gentigt, y = 0 zu nehmen, da die Reihe 


fp eal 


A ny , : = xt o 
§ 89. Uber die Art der Konvergenz von Pape 365 


Q 
Se 
esar/’ 
c 


die im allgemeinen Fall auftritt, sich von 








aT * z 
@ 
@ 


doch nur um einen fiir x4,»<4<4,, wo x, >2%> 1 ist, bei festem 
y gleichmaBig konvergenten Ausdruck 


= Oe Te 
e(e—7*) 
Q ( 


unterscheidet; in der Tat ist ja 














hy | a BO) | | 
e(e—r)| |e le—r 
S ee r|Max.(a,1~ RO) feed) 
oleh 


Ich betrachte also die Formel 


‘0 
7e,0)-2+ S18" S268 
=x4—t log (4 25 — log 2x ->* . 
@ 


Die linke Seite ist fiir Nichtprimzahlpotenzen die Funktion p(x), fiir 
z=pm gleich ~(x)—Flogp,. Sie ist also fiir nicht ganze x >1 
stetig, fiir ganze Nichtprimzahlpotenzen auch stetig, fiir Primzahl- 
potenzen nach beiden Seiten unstetig. Dies gilt also auch von der 
nach absolut wachsenden Ordinaten geordneten Reihe 
air 
e 


gv 


1) Ubrigens konvergiert diese Reihe nach § 76 auch fiir r—1, ist aber 
dort nach rechts unstetig, da bei zn 1 abnehmendem 


F 1 
oe oe ar 
ist. Sie konyergiert auch fiir 0<“%< 1, da 
1\-¢ 1\1-¢ 1\1-¢ 1\1~¢ 
Pee) ele) 


— = — = 2 — re 
2 e 2 1—e 5 e(1—e) 


ist und 1—o mit o alle komplexen Wurzeln durchliutt. 
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Da diese Reihe eine fiir alle Primzahlpotenzen beiderseitig unstetige Funk- 
tion darstellt, ist sie in jedem Intervall 7, <«#<#,, das mindestens eine 
Primzahlpotenz im Innern oder am Ende enthialt, nicht gleichmafig kon- 
vergent. Ob in einem von Primzahlpotenzen freien Intervall die Reihe 
gleichmaiBig konvergiert oder nicht, laBt sich auf Grund der oben kon- 
statierten Tatsache, dai die Reihensumme stetig ist, nicht entscheiden, 
soll aber jetzt allgemein im bejahenden Sinne beantwortet werden. 


Es sei also 
| an cetiyt 5 
und das Intervall 
Myer Yy 


von Primzahlpotenzen frei. Dann ist nach dem ersten Satz des § 86 
fur J 0) 
| 24+T7% 


pe A 
/ pe ds —2xiF(,0) 


2— 14 n= 

















wenn 7 positiv und kleiner gewahlt ist als der Abstand des Intervalls 
(% --+@,) von 1 und der nichstgelegenen Primzahlpotenz, ist in den 
nicht verschwindenden Gliedern der ersten Summe rechts 











1 “ = Cees 
og — log =—*— 
n Ly — 7 
der zweiten . 
al . 1 
’ n = xv + ) 
log — log -*_* 
x x 
daher ist 
| 247% 
| ely ree 
Le A(n) aa oe | 12? 1 A(n 202 1 ( 
[73 4he-snineo|<tt — Suo 2a ee 
2-Ti n=1 | log—° _n<x loge ; 
ex antl : is By Sie 


so da die linke Seite gleichmaBig im Interyall % Set< a, gegen O 
konvergiert, wenn 7’ ins Unendliche riickt. peaks 


te ore ‘ > A 
§ 89. Uber die Art der Konvergenz von pie 367 
0 














In der Formel (3) des § 87, wo 
r=—0,b=—2 


za setzen ist, konvergiert also im Intervall (a, ---w,) die linke Seite 
fiir goo gleichmibig gegen — F(x,0). Alles ist also bewiesen, 
wenn ich zeige, daB die beiden Integrale in jener Formel (3) 

2+T, i 

ge) 
if #6 
ot Tot 

gleichmaBig gegen Null.konvergieren, wenn g ganzzahlig ins Unend- 
liche riickt. In der Tat ist nach § 87, (4) und (5) 


+ 
2 Tit 


| a* &" (8) 
| fz G(s). is) 


2 


log’, ; 
L265 Fy ae x de 








Z jet Tye | — oo 
log? 7’, a? 
C19 ay 
ul log a 
OG, ular ee 
: er ee log a, ’ 


woraus die Behauptung folgt; es ist wohl kaum nétig zu betonen, 
daB aus der hiermit zunichst bewiesenen gleichmifigen Hxistenz von 


: 0 
lim x 
gern —T,<y<T, e 


die gleichmaiBige Konvergenz von 
2 
roa 


wegen der gleichmifigen HExistenz” von 


wirklich folgt.. 
Diese Tatsache, dah 


1) Diese folgt aus 
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gerade in der Nahe der Primzahlen und der héheren Primzahlpotenzen 
und sonst in der Nihe keiner Stelle > 1 ungleichmaBig konvergiert, 
deutet auf einen arithmetischen Zusammenhang zwischen den kom- 
plexen Wurzeln 0 der Zetafunktion und den Primzahlen p hin. Ich 
habe keine Ahnung, worin derselbe besteht. 


Zwanzigstes Kapitel. 


Genauere Abschitzung der Anzahl N(7) der Nullstellen von ¢(s) 
im Rechteck O<o<1,0<t<T7. 


§ 90. 
Hilfssatze tiber die Gammafunktion. 


Nach § 84 ist 
pe URDE Gry caren Cok) 
Ich werde nun in diesem Kapitel beweisen, daB genauer 
N(D) = 5 Plog F — 1 EEC) 7 + fog T) 
ist. 
Dazu mu8 ich zunichst die Gammafunktion viel genauer abschitzen, 


als bisher erforderlich way. 
Satz 1: Fiir positives w ist 


R (722) =log@ + O(%): 


D'(@t) 
r(s) tows 1 
he a ics eae nA 
folgt ote 


# (AS) -- 6+ IE — aha) 


m= 


--04+ 3(0-, ape) + © 12 ae E aH 


n=w?+1 


~-04 31 Sea 400 SY) 


n n=ar+1 
oy 


== 0 +2 logo 404+ (o4) port +0 (5) + 0(2,) 





Beweis: Aus 
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(da ee fiir «= das Maximum = hat) 
= 2logo + O(2) — Flog (ot + w) + $ log (w’) 
= 2log@ + 0(<) — 2loga@+ 0 (= :) + log a 


= log @ + 0(5): 


Satz 2: Fiir —1<6o<2 ist gleichmaBig 
re+ Ov) 
Dies war schon in § 82 bewiesen. 
Satz 3: Fiir festes 6, auf der Strecke —1<o< 2 ist 


a 


(6, t 
4 [RELtY) a= wlogo —o + 0(loge). 
1 





Beweis: 1. ae tr 6, =0 fi gh nach Satz 1 


Fe) 
a i 
1 il 


= a log a — @ + O(log a). 


2. Fiir ein anderes o im Intervall (— 1--- 2) werde der Cauchy- 
sche Satz auf das Rechteck mit den Hcken 6,+ 7, 6,+ @1, wi, % an- 
gewendet: 





Jo twe oe Oot me 
Ts (8) oe 1 (s) = & IP ® 4 
i Te? Te) ds a y ds B } Te“ 
Bott Oot 


Im dritten Integral ree ee Weglinge < 2 ist, ist der In- 
tegrand nach Satz 2 gleichmifig O(log@); daher ist dies Integral 
= O(log); das erste Integral ist von m unabhiingig. Also ergibt sich 


Oot wt wd 
Ts) I's) 
see ds -/ TY) ds + O(log), 
Gott a 


Oot wt wot 


IP TES 
ae ds == afr ds + O(log a), 
Cott 
Landau, Verteilung der Primzahlen. D4 
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I, + t) He 
jatioey anf ran) dt + O (logo), 
i . 


also nach dem Ergebnis des ersten Falles 


fo Fete) )dt— o log @— a + O(log a). 


Ich erinnere ferner an den im § 84 bewiesenen Satz 
(1) N(E +1) — NUT) — O(log T), 


ferner an den ebenda bewiesenen Satz: Wenn s=o+ 77, -1l<o6<2 
ist und &” bedeutet, daB | 7’ — y| > 1 ist, so ist gleichmabig 


(2) DS (25 +3) = O(log 2). 


19) 
S 


6-91. 
Beweis der Relation fiir (7). 


Zum Beweise der Relation fiir N(7) darf angenommen werden, 
daB zur Ordinate 7’ keine Nullstelle gehdrt. (Uberhaupt folgt. aus 
der Formel (1) des vorigen jee Mepis daB es geniigen wiirde, die 
Abschatzung fiir je ein 7 des Intervalls g< T7<g+41 bei jedem 
ganzzahligen g > 2 zu beweisen.) 

Dann ist 

2ni N(T) = Fads, 
erstreckt im positiven Sinne iiber das Rechteck mit den Ecken 2, 
2+ 7i, —14+ 7%, —1, wo bei der unteren Seite 1 durch einen 
kleinen Halbkreis nach oben vermieden wird. Das untere Stiick 
(—1---2) ist von 7 unabhingig; beim rechten Stiick (2--- 2+ 7%) ist 


2+ 1% 
(8) Se 1 sus 
rt ds= m(2+ Pe) ae 2m 
$(s) orareD) eeu ist 


= O(1): 
also ist ( )s 
ate 


é 
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folglich, da N(7) reell ist, 
ma ee 


(1) Bae = a fiat ds De 5) fe ds + O(1). 


Auf das vertikale so (—1+ is --- — 1) werde die Funktional- 


gleichung (i: eae ) 
p(——) 
eee ee 


r(3) 
angewendet; nach ihr ist 
al are oe Be 








Somer ees (8) toga — aay 
2 ‘ 9 
perpen PF Ooa4 oe ate) _€@=1 











1 ie ie) eee) 





RO fe os tea 
..° Lr ~ fe eee 
, : : t Ae” Litiebe: 
| cd ne ey Seas 
ae oe ean fia, 
’ r(ia—si) r(—5+ >‘) 
a 2 
2 2 3 4 
ae) ie —++ui a 
— [( fae =) du +f x(q so ban) a u — Tlogx+ O(1). 
0 


Nach dem Satz 3 des vorigen as ist 


vil 
2 


I’(1 — ut) (& pee) g 
fa(Eo=) du ~ fn Cae, 
0 


JE a 
=, logs ack 0 (log 7’) 





bo 





Bee pete te | 
J 8 reap) aloes — 2 + 2008 
0 

24* 
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fiir. das zweite in n (1) auftretende taeeeat erhalte ich also 
—1 


e (FO a, — T log 5 — T— Tloga + O(log 7). 


a0) 
“147 
Daher ist ! Wee 
1 og (22 é(s 
N(D) == Tlog T—*TPEC™ P+ Oflog T)+5-9 ote 


und die in § 5 der Hinleitung sowie zu Anfang ie § 90 ange- 
ktindigte Formel fiir N(7Z') ist bewiesen, wenn ich noch den Nach- 
weis fiihre, daB 147% 


(s).5 28s 
3 [ESas— O (log T) 
ist. as, 


Nun ist nach § 76 


ge ae eae ae 
ey ede Pr 
wo |2—y|>1 int’ und | T—y|<1 in” ist. Hierin ist auf 


Q g 
dem Wege gleichmafig das erste Glied O(1), das zweite 0(3) , das 


dritte O(log 7’) nach § 90, Satz 2, das vierte nach § 90, (2) auch 
O(log 7), also a fortiori der imaginiire Teil des Integrals iiber diese 
vier Glieder O(log 7). Das fiinfte Glied liefert, da die Gliederzahl 
O (log 7’) ist und 147i 


1 | 

lo 

ds\< x 
a5 se ine 











ist, den Beitrag si 
=—14+7¢ 
J si ene 
247: ~@ 


womit alles bewiesen ist. 


§ 92. 
Studien tiber den vorangehenden Beweis. 


Der tiefste Schlu8 bei dem vorangehenden Beweis liegt in dem 
Nachweise, daf 


—14+77 


5"(8) 
(1) Whe ds = O(log 7’) 
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ist, d. h., wenn log €(s) den fiir 6 > 1 durch die Dirichletsche Reihe 


Dae 
mpms 


definierten Zweig bezeichnet, daf bei Fortsetzung liings der Ordinate 7’ 
Slog &(— 1+ Ti) = O(log T) 


ist. 
Hierzu war, auch nachdem 
(2) N(T + 1) — N(T) = O(log T) 
festgestellt war, nochmals die Partialbruchzerlegung von Berd iy. 


Bee 
insbesondere die Existenz von £(s) in der ganzen Ebene herangezogen. 
Ich mache nun darauf aufmerksam, da man aus (2) allein zum Ziele 
(1) gelangen kann, auch ohne die Hxistenz von €(s) in der ganzen 
Ebene zu kennen, wenn mah aur irgendwoher weib”, daB €(s) fiir 

: eet 2) 
6 > 2 regular” und — 0(t") 
ist®), auch, daB alle Nullstellen in dieser Halbebene dem Streifen 
a ees | ees und eben so beschaffen sind, da die Anzahl 
derselben mit Ordinate zwischen 7’ (exkl.) und 7 4: 1 (ink1.) 


N(L +1) — N(L) = O(log T) 


1) D. h. der Satz gilt auch fiir jede andere Funktion an Stelle von £(s), 
wenn sie nur die Voraussetzungen erfiillt, mag sie in der ganzen Ebene existieren 
oder nicht. 


2) Natiirlich ist die Zahl — 2 nicht wesentlich; sie kénnte durch jede 


andere Zahl << —1 ersetat werden. 
3) Dies ist wegen der fiir o >— 2 giiltigen Relation aus § 67 


1 8 s(s-+1) s(s-- eee ff udu 
)—1—-—_=— 66+ )—-1)—— 5 2 (oe ee 
6) 1-5 = 5,66 + )—1) (Gis-++2)—1) mie a 
gewif erfiillt, da fiir 6>—3 die letzte Summe = O(1) ist. Denn es ergibt sich 
aus jener Relation zuniichst fiir o>4 
£(8) = Of) + O@*) + Of) 
= 0(*), 


§(s) = O@- t*) + O}@) + O}) 
= (ON) 
und schlieBlich fiir 6 >— 3 
&(s) = OF - #4) + O} - t*) + O}) 
= 0(°). 


Genauere Abschiitzungen sind hier ohne Belang. 





alsdann fiir o > — + 


Ww 
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ist, ferner, daB fiir einen in der Halbebene o > 1 eindeutig definierten 

Zweig von log €(s) 

log (2 + T%) = O(log vy 

ist. ) 
Dem Beweise schicke ich einen Hilfssatz voraus: 
Satz: Die ganze rationale Funktion 


F(a) = 2" + a,0"-14---+a4, 


mit reellen Koeffizienten kann fiir —2<a#< 2 nicht be- 
standig die Relationen 


—2< F(x") <2 
erfiillen. 
Beweis: Hs ist bekanntlich cosny eine ganze rationale Funktion 
von cosy und zwar = 
cos ny = 2”—1cos”y + b, cos”-*y +---+8,, 
also 
Ge) =2 cos (n arc COS 3) 
Se 6 te a a: 
Fir 
2 r 
t= 2, 2eos—, (2 Gos —,- -, 260s ee 2 cos 
: : n Ww nr n 
ist 
G(a) = 2, — 2, 2 4 ACS Dery 2(— 1)". 


Ware nun bei der gegebenen Funktion F(x) fiir a <2“2<2 be 
standig 
|F(#)| <2, 
so ware fiir obige » + 1 spezielle « abwechselnd 
F@)<G@), F@)>G@), F@)<G@,---. 


Die Funktion (n — 1)ten oder geringeren Grades F(x) — G(x) hiitte 
also in jedem der » Intervalle mindestens eine Wurzel, was nicht 
moglich ist. 

Folgerung: In jedem gegebenen Intervall 4 <a<a+4 
gibt es ein 2, fiir das aa . 
ist. 


1) Ubrigens ist sogar 
log €(2 + Tt) = O(1). 
Fiir andere Funktionen wird aber eben nur 0 (log T) verlangt. 


g# 
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In der Tat transformiert sich durch die Substitution 
L=Ht+2+2 


F(a) in eine ganze rationale Funktion mten Grades von z mit héchstem 
Koeffizienten 1. 

Ich gehe nun zur Ausfiihrung der Andeutungen am Anfang dieses 
Paragraphen iiber, die ich allgemein so formuliere: 

Satz: Die analytische Funktion f(s) sei fiir o >— 2, ¢>1 
regulir”. Dort sei gleichmaBig 

f(s) = Of"). 
Alle jenem Gebiet etwa angehérigen Wurzeln moégen ihre 
Abszisse zwischen 0 (inkl) und 1 Gnkl) haben. N(T) sei 
die Anzahl jener Wurzeln, deren Ordinate zwischen 1 (inkl.) 
und T (inkl) liegt. Hs‘sei’ 
Z N(T + 1)— N(T) = O(log T). 


Es sei ferner, wenn logf(s) irgend einen fiir 6 >1,¢>1 ein- 
deutigen Zweig bezeichnet, 


log f(2 + Ti) = O(log 7), 


d.h. es sei bei irgend einem Wege in jenem Gebiete 
247i 
ee 
(6) ds = O(log 7). 
até 
Alsdann ist bei gerader, wurzelfrei vorausgesetzter Bahn 
—14T7% 


(o f’(8) a 7 
| 5S ds = O(log 7’), 
247% 

mit anderen Worten: Wenn lings der Ordinate T fortgesetzat 
wird, ist 


Slog f(—1+ Ti) = O(log T), 
Amplitude von f(—1+ 7%) = O(log 7). 


Beweis: Es sei 7’ > 9; es seien s,, ---, s, die etwa vorhandenen 
Wurzeln von f(s) (mehrfache mehrfach gezihlt), die der Halbebene 
6>—4, dh. dem Streifen 0 <6 <1 angehéren und deren Ordinaten 


auBerdem zwischen 7’ — 8 (inkl.) und 7’+ 8 (inkl) liegen; n = n(7’) 


d. h. 


1) Auch die Zahl 1 hier ist natiirlich nicht wesentlich. 
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hingt von 7’ ab und ist >0. Es seien 4, ---, ¢, die Ordinaten dieser 
Nullstellen. Nach der Voraussetzung 


N(T +1) — N(L) = O(log T’) 
w= nT) = O(log Tr). 
Nach der Folgerung aus dem vorigen Satze kann ich fiir ole 


ie 9, wenn das zugehérige n > 1 ist, ein 7, = 7,(T) zwischen 
~~ 8 (inkl.) und 7’ — og sree so valle daB 


a 
(61, )o- ) 


eine ganze rationale Funktion von x mit hédchstem Koeffizienten 1 
ist. A fortiori ist fir s=o+4 7,4, —2<6<¥% 


(3) ee en) 2 


Im Falle » = 0 mége 7, irgend eine Zahl zwischen 7—8 und T wh 
bedeuten. Ebenso Salil on T, = T7,(T) im Falle n=1 so, da 


ist 


ist, da ja 


(4) Pe eT ras 
Bp Gn) 22 
Sal 


ist; fir s =o + 7,1, —2<6<} ist dann a fortiori (3) erfiillt. Im 
Falle n = 0 sei ie belicbie in dagervall (4) gewahlt. 
Ich betrachte nun die Funktion 
\ ae f(s) 
a(s) +. (§—s)-- “(6 —S,)? 
fiir » = 0 bedeute g(s) einfach f(s), d. h. der Nenner 1, so daB (3) 
auf den obigen Strecken richtig bleibt. g(s) ist regular und von Null - 
verschieden fiir o > 1, ¢ > 1, sowie in dem anstoBenden Rechteck mit 
den Eeken — $+ (7+ 8)i, 1+ (7'+ 8)¢ einschlieBlich des Randes. 


Es bezeichne 
h(s) = log g(s) 
= log (8) — Slog (= s, 
einen dort eindeutigen reguliiren Zweig. Auf den Geraden 6 = — 3 


6 = ¥ ist, da die Abszisse jeder Nullstelle s,, ---, s, zwischen 0 (inkl.) 
und 1 fenkcl) hegt, 


is s,|>1, Pa Rah oy ty 
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also (3) auch giiltig. oe ist daher auf dem ganzen Rande des Recht- 
ecks mit den Ecken —2+ 7,1, —$34+ 7,1, $4 7,1, 4+ Ti 


'9(8)| Sif (s)|, 
also, da nach Voraussetzung u. a. dort 

f(s) = O(2") 

g(s) = O(2"), 


also fiir alle 7 >9 auf dem Rande des genannten Rechtecks 
Ith (s) = log] g(s) | 
<¢ log f, 


ist, 


wo’ ¢, von 7 Unabhhagig ist. Daher ist auch im Innern dieses 
Rechtecks 

’ Hs) eee ide Ts 
diese Ungleichung gilt alse apeiell se auf ane Kreise 
welcher nirgends aus jenem Rechteck herausreicht. Im Mittelpunkt 
dieses Kreises ist nach Voraussetzung 


log f(2 + Ti) = O(log T), 


also 
|h(2+ T1)| = hog? +2) Sage? + 24—s) 
< O(log 1) +S log(2 + Ti —s,)| 
= O(log T), 
da 
n = O(log T) 


: : ist und fiir jedes v wegen 


VS 4 >|(24+7i—s,| 21 





gleichmabig 
a iee log 2+ Ti—s,)|<G 
ist: 
Nach. dem Satze des § 73 
r otal ci oto ee. 
r— Be 7—@ 


ist also, wenn 
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fe =H), 
= 2+ 71, 
4, ee 
o=3 
gesetzt wird, fiir 
|s — 8) |e 
|h(s)| < ¢ log T+ & log 7 + 6 log T 
= ¢, log T, 


also insbesondere im Punkte — 1+ 7% 
\9h(— 1 + T)|<|h(—14 TA] 
< ¢ log J, 
|Slogf(—1+ Ti) —Slog(—1+4 Ti—s,)—---—Slog(—1+ Ti—s,)|<¢,log T, 
also wegen der gleichmifig giiltigen Ungleichung 


\Slog(—1+ Ti-s,)|<G@ 


nebst n = O(log T) 
3 log f(— 1 + Ti) = O(log T), 
—14+7i 
xf fe sf 
2 76 as= O(log T); 
24 Tt 


was zu beweisen war.) 


Kinundzwanzigstes Kapitel. 


Uber die Beziehungen zwischen der oberen Grenze der eelieh 
Teile der Nullstellen der Zetafunktion und der Abschitzung der 
Primzahlmenge. 


§ 93. 
Beweis eines allgemeinen Satzes iiber Dirichletsche Reihen. — 


Uber die Lage der nicht reellen Nullstellen von &(s) wissen wir, 
daB sie alle dem ae O<6<1 angehéren und sogar dem Gebiet 


1 
Tae y=? SS) Sie ee: 


1) Ubrigens ergibt sich eicishtole sogar 
log f(— 1+ Ti) = 0 (log 1); 
doch ist fiir den vorliegenden Zweck nur der Wortlaut des Textes erforderlich. 
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wo b eine gewisse positive Konstante ist. Ob es nun Nullstellen 
gibt, deren Abszisse beliebig nahe an 1 liegt oder nicht, weif man 
nicht. Uber die obere Gtenve @ ihrer Fenton Teile weiB man nur, daB 


tae! 


1 


2 


ist; falls 


* 


ist, haben alle g den reellen Teil $. 

Es sei nun andererseits @’ die untere Grenze der Zahlen 7, fiir 
meres es ee OG) 
ist; dann werde ich in diesem Paragraphen den Satz 

0’ =@ 

beweisen. 

Die ee Haltte . 6 < 6’ 
dieses Satzes ist fast trivial. Denn aus 

u(x) = Li(x) + O(a") 

folet zunichst, daB 4 > 0 ist und die Dirichletsche Reihe 


De log €(s) — Sa fu — 210 
=: * ee ‘log n’ 





wo 
as eae 0, 
i fir n= 
de logn ear 
1 
= —-—— sonst 
i logn 


ist, fiir 6 > 7 konvergiert; daher ist 


log e(s) — iar 


m= 


fiir ¢ > 7 (exkl. s=1) regular; also ist 
| BE: oe 


eS: mp"* Pparg i ‘Dee 


m=2 


da 
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fir s = 1 singular ist. Fiir 6 > (exkl. s=1) ist daher 


log £(s) 
regular; folglich ist fiir o > 4 
f(s) + 0; 
das bedeutet 
O<, 
d. h., da dies fiir alle 7 > 0’ galt, 
@A< @". 
Die (nur im Falle © = 1 triviale) andere Halfte 
Oo <@ 


ist viel schwerer zu beweisen. Es liegt ihr folgender allgemeiner Satz 
iiber Dirichletsche Reihen zugrunde, bei dem die Existenz der be- 
treffenden Funktion in der ganzen Ebene nicht einmal gebraucht wird: 

Satz: Hs durchlaufe p eine Klasse von ganzen Zahlen», 
bei der jede >1 ist und in endlicher Vielfachheit auftreten 
darf, jedoch so, daf “ 


ftir s>1 konvergiert. Hs ist daher fiir ¢>1 
i ie 
, p 
oy 


. b 
(1) ee 


n=1 n 
eine absolut konvergente Dirichletsche Reihe. Die durch 
(1) definierte, ftir o>1 regulare und nicht verschwindende 
Funktion f(s) mége im Punkte s=1 einen Pol erster Ord- 
nung haben, sonst fiir 6 >, wo . 


eS pel 
ist, regular und von Null verschieden sein und fiir 6 > n die 


Retaon 
f(s) = 0) 


erfiillen, wo ¢ eine Konstante ist. Dann ist ftir alle d>0 
die Anzahl der p<a@ 
; du 7 +0) 
x(t) = ficey + O(a" *°) 


1) Es brauchen nicht die Primzahlen zu sein. - 
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und sogar 
ase, - fis log zu ee O(a" log® 2). 


-Beweis: Nach Voraussetzung ist fiir 6 > y, ¢t > 2 


Z(s) = log fis) ; 
regular und 
RZ(s) = log |f(s)| 
< ¢ logt. 
Es sei ; 
L239, 
so dab stets ; 
log a > 1 
ist. Dann ist fiir ee 
A il if 
t +4, S =2+ ti, Ea Usage or aah poy ahr 


im Kreise |s — s,|<@ (da alle Punkte des Kreises |s—s,|<r 
Abszissen > y und Ordinaten > 2 haben) 


|Z(s)| ces |Z(2 + té)|"F2 + 2e, log(t + 2) ,.% 
< Cy + C5 ce a C3 logt ~~ 


+ 6, logt roe - 
4 loge 4 log « 
(2) < ¢, log x logt, 
wo alle auftretenden Konstanten von ¢(> 4) und w( = 3) unabhingig 
sind. (2) gilt insbesondere fiir 


<& + & 





24, 0+ ges S982, 
~ und es ist daher fiir 
i> 4, Been ates a 
(3) | Z(s)| <¢, log z logt. 


Fiir ¢>5, 6>y+ oe wende ich (3) auf den Kreis um s mit 
dem Radius oo an, was ich darf, da alle seine Punkte Abszissen 


>yn+ see und Ordinaten > 4 haben; das gibt 
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; Se ee 
2° | Fe | 


¢, log a log (¢ + 1) 
1 
2 log « 
(4) < ¢ log’s logt. 


Nun ist nach § 86, wenn 


= yee ee 
-Se 


gesetzt wird) und unser « >3 ganz ist, 








44 wri A+ ati 
(* ae Z Oa oF f ‘ds—2xi) 
| ap Beaty aes n’ 
4— uti 


4+ at7 A+ at 


peices el Sue “ as 


n=a+1 4-243 


4—ati 

= x :, CG 

<4 n)- + A(x), 2+ Dae n)- ae 
_» S41 Bia) Sm) 1, 
5S sty +2 > ae 


wegen der Konvergenz von 


: A (n) 
> ne 
tr 


A(n) = O(n), 


ist 


also fiir ganzzahlig wachsendes « 


1) Dies A(n) ist also eine Verallgemeinerung des gewdhnlichen A(n), nim- 


lich SD log p 


pman 





- 
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4+a%t x—1 
Z P : 
ate 7 ds—2ni >'A(n) — xi Ao) 
4—att n=1 








x 


oS! #40) 1035. 


n=1 





log 
ees : 
en n=a+1 5 0 


_ 


033 1403 t0S4, tS 40) 
ni n= 244 °E n=a+1 oe n= Sat =e 


e=1 
L i aes 
= OS ugat (AS gta) t (32 “! 
ae | N / 


1 lo 

See n=HL+ oe 
2 

ao 








OSs 70) 


n= Sat log 5 


2 2 
=O) + Of > et? sparse + 0(7,) +0(.3) 
=1 log a4 k=1 “08. 


ie : 
eae ore ee ven 
-oen4 (8 \+°(@ 27) 


=0O(1)+ 0 an O(S 2 log 2) 
== 0(1). 


- Wenn also fiir ganze x 


re 8 





a—~1 
S40) = 2 A(n) + 4 A(x) 
gesetzt wird, ist 


4+ a44 


> A(n) = — ole 28) ds + O(1). 


8 Z(s) 
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Es werde nun fiir ganze os 3 oe Cauchysche Satz auf das Recht- 
eck mit den Hcken 4+ a*7, 7 ie ies + ai angewendet, auf und in 
welchem fiir alle hinreichend oben a bis auf den darin liegenden 
Pol s=1 mit dem Residuum — w der Integrand 


x Zi. Z(s) 
s Z(s) 
regular ist. Das gibt 





ee: 
"7 Joga 


x Z(s) Pl ZS = 
S40 - 44 O(1) — - if? Z(s) ds — ie Z(9 4 


4— 777 ‘ a “ig 
i] log 2 — xi 


1 
— ati a ee 
log a 


4+ 2x77 
1 gt £(8) 


" 2ni,) s Z(s) 
+ax3t 





1 Viogcs 


Rechts hat das erste und dritte Integral eine Wegliinge < 4, und der 
Integrand ist dort nach (4) absolut genommen 


x S ¢; log? x log (x*) 
= O(log*x); 

die Integrale sind also 
= O(log? x). 

Das zweite Integral ist nach (4) 


at 


Uae : 
logz 
= J ~_ — log’ x logit dt 


at 


= 0(« “log? a 108 5! at) 
1 





= O(#" log? log? (a) 
= O(x" log*zx); 


1) Es braucht ja nur 


Zu sein. 
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daher ergibt sich fiir ganze x 


> An) = «2+ O(«'log*tz). 
w=1 


Fiir stetig wachsendes x ist daher wegen 
[x] x [a] +1 
SA (n) < S'A(n) < S'A(n) 
n=1 n=1 n=1 
a4 (n) = « + O(x"logtz), 


> logp = 2 + O(a" log* x), 
pes <7 
folglich zunichst 
Slog p= Oke) - 
psx 
und scharfer 


Slog p = = ailogp — (Slogp +Slogp +--:) 


psx psVau psyx 


= =a logy + O(log v= logy) 


psVu 
Ss log p + O(log #- Va) 
pmsz 
=2+ O(a logtx) + O(Vxlog x) 
=2z2+ O(a" log*z). 
Hieraus folgt schlieBlich 


et Si 1 1 os 
x(t) “2 ope tO ritoet roa een) + es 
n=2 n=2 


= -+ O (log? odin ) + O(2log*z) 


ise wu 


xe 


§ 94. 
Scharfere Abschatzung fiir die Zetafunktion im Besonderen. 
Im speziellen Fall der Primzahlen und der Zetafunktion kann 


man, falls L<@<1 


Landau, Verteilung der Primzahlen. 95 
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ist, d. h, ein 4 < 1 existiert, die Endformel des vorigen Paragraphen zu 
(ey Sis At, + O(e' log 2) 


folgendermaBen verschiarfen. 
Nach den Formeln des § 86 ist, wenn «> 1 ganz und 7’ > 0 ist, 





[2 88as—2nire |< Shama on 2 $42 sail ) 


ay &(s) tr *1og” 








_ 2a? S14) 1 rE: at WA(n) 1 


bie n? 1 eh T ay n? a 
n=1 og n=x+1 os 
Dies ist 
G7 
< Cy T? 


wo ¢, von und 7’ unabhiangig ist; denn es ergibt sich einzeln unter 
Benutzung einer Hilfsbetrachtung des vorigen Paragraphen 

















2—1 sy 
Am) 4 ognm 1 
> n? “ Sy ne x 
oa log| n=) log 
1 eee 
OL ogn 1 
= : tS = 
nv loge nN joo 
A oes Sn 


z—1 


= O(1) + oa mee) 


o 
n=s41 ° 








= O(1) + 0 (°84 -wlog x”) 
= O(1), 

A(a) < log « 
= O(2"), 
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ce oo 
A(n) 1 logn 1 
y n? ee a ee 




















n=2z+1 log n=xa+1 log. 
<i 1 +>) 28 1 
= n n? 3 
n=a2+1 log n= sat) logo 








lowed 
peat 
, ure 
3 


roan 


=O) (2 a*) + 


n z+1l0g 7 


ot 0 (“8 . w log a) au o (782) 


of) 
4 ==)! 
Wir finden also fiir ganzes  >1 nebst 7 >0 
24+ 77 
Sparc ¢ (s) 
oe Ze) ds —2xi F(a, 0) Bese Tr 


Nun werde unter 7’ die 7’-Zahl (im Sinne von § 85) des Inter- 
valis a7 < T<a#?+1 verstanden. Dann ergibt sich 


2+ Ti2t 


1 [x's 
F(a,0) =— f% eo ds + 0(1), 
2—T yt 


also nach § 87, (3) 


€) | 
6 O—21<00)+ Se + | Ding zor 
= perc 
(1) 2—Tz2t 24+ Tot 


a $9) g his (03) 
+ J, 8,50) as| + Fone, 


shod 


Hierin ist nach § 87, (4) und (5) jedes der beiden Integrale absolut 


genommen : 
log? (x?) o 
<6 2 |x’ de 


= 4c, log z. 
25° 
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Aus (1) folgt also 
: 
F(a,0) = + O(1) + 0(<) +0 >= + O(1) + O(log x) 
; 0<yeeyi p 
=xz-+ O(logx) + O (a>e ); 
0<ye2+1 
da die Anzahl der y im Intervall n<y<n+1 
. - O(log n) 


a 
2S 1 0 log” 
2 n 


Y 
O<yS2741 n=1 


= O(log’ x); 


ist, ist 





es kommt also heraus: 
F(a, 0) =2-+ O(a" log’ x), 

zunichst fiir ganze xv, also auch fiir stetig wachsendes x. Daher ist 
w(~) = 2+ O(x'log?x), 
&(2) =a + O(x"log*a), 

und daraus folgt schlieBlich 


ee) Sidi fog t o> milog*n (ise — geen) + O Cope) 


= I(x“) + oS tm-t4 O(a" log a) 
ie] 


= Li(z) + O(e' log x). 


Insbesondere hat sich also ergeben: Wenn es wahr ist, daf alle © 
nicht reellen Nullstellen von €(s) den reellen Teil + haben, so ist die 
Anzahl der Primzahlen bis « 


x(x) = Li(a) + O(Vx log a) 


~ ft ries O(Vxlog «) 


Sis log ae OVE log w). 
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ZWEITES BUCH. 


UBER DIE PRIMZAHLEN EINER 
ARITHMETISCHEN PROGRESSION. 





Fiinfter Teil. 


Anwendung der Dirichletschen Reihen mit reellen 
Veranderlichen. 


Zweiundzwanzigstes Kapitel. 


Hilfssiitze aus der Zahlentheorie. 
F ° < or 


J S95; 
Die primitiven Wurzeln modulo einer Primzahl. 


Aus den Elementen der Zahlentheorie setze ich als bekannt vor- 
aus: Wenn p eine Primzah]l ist, so gibt es (mindestens) eine nicht 
durch p teilbare ganze Zahl g derart, daB die Potenzen 


g*, ie g; oe Gore 
modulo p zu je zweien inkongruent sind, also abgesehen von der 
Reihenfolge kongruent zu 
: : Vay oy Pod 
sind, d. h. die 
o(p)—p—1 

zu p teilerfremden Restklassen modulo p reprasentieren. 

Jede zu p teilerfremde (d. h. nicht durch p teilbare) ganze Zahl 
liefert also ein bestimmtes v, so daB 


(1) n = g’ (mod. p), 
(2) 3 OSU Spr? 
ist. Wenn v nur der Kongruenz (1) ohne die Nebenbedingungen (2) 


unterworfen ist, ist v modulo m(p) =p — 1 eindeutig bestimmt; 


denn aus : 
g’ = (mod. p) 
folgt, wenn 
v>y 
ist, 
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gg" =g (mod. p), 
g’’-* = 1 (mod. p), 
v —v=0 (mod. p — 1), 
und umgekehrt ist ftir 
p> Vv, 
vy —v =0 (mod. p — 1) 
die Kongruenz 
gy’ = @ (mod. p) 
erfiillt. 
Ein solches zu p teilerfremdes g, fiir welches 
gy, 9, pe ee 
inkongruent sind, oder, was ganz dasselbe bedeutet, ftir welches unter 
allen Potenzen von g mit positivem Hxponenten zuerst 
g?-* = 1 (mod. p) 
ist, heiBt eine primitive Wurzel modulo p. 

Ich will nicht aus der Zahlentheorie als bekannt voraussetzen, 
fiir welche zusammengesetzte Moduln & es eine dhnliche Darstellung 
der g(k) Klassen teilerfremder Zahlen gibt; sondern ich will diese 
Betrachtungen, soweit sie hier nétig sind, mit Beweisen entwickeln. 


S: 96. 
Die primitiven Wurzeln modulo der Potenz einer ungeraden 
Primzahl. 
Es sei p eine ungerade Primzahl und 4 > 2, also 
0. 


ee Potenz, deren Exponent mindestens 2 ist, von einer ungeraden — 
Primzahl. Dann gilt der 


Satz: Es gibt eine zu p’* teilerfremde Zahl G, so daB die 
¢(k) = 9(p") 


phlegm 
Zahlen # cd ) 


(1) 1, G, G+. Gr e-De1 


zu je zweien inkongruent modulo p* sind, also alle Klassen 
teilerfremder Zahlen modulo p* reprasentieren. 


Kin solches G heift primitive Wurzel modulo p*. 
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Beweis: Es geniigt, zu zeigen, dai ein G existiert, so dab (p’) 
4—1(, — 1) der kleinste positive Exponent y ist, fiir den 

(2) G” = 1 (mod. p*) 

ist. Denn (2) ist fiir v = m(p*) nach dem Fermatschen Satz jeden- 


falls erfiillt, und, wenn es fiir kein klemeres positives v gilt, so kén- 
nen gewifs keime zwei Zahlen der Reihe (1) kongruent sein, da aus 


G" = G" (mod. p*), 


OL, <<, <p’) —1 
folgen wiirde: 
Gre-" = i (mod. p’), 


1<y— <g(p)—1 


ist; dies wiirde der Annahme- na, daB kein v < g(p*) die 
Kongruenz (2) erfiillt. 

g séi eine primitive Wurzel modulo p. Hs ist leicht zu beweisen, 
daB ein ganzzahliges m vorhanden ist, fiir welches 


(+ mpyt—1 
zwar durch p teilbar ist (was fiir alle m aus 
g?-1— 1 =0 (mod. p) 


wo 


_ folgt), aber nicht durch p*. Denn es ist fiir jedes m 
— (g-+mpy-t—1= 9-14 (p— 1g ?mp + (oe *) g?->m®p? ae 
=p *—1+ (p— 1g? *mp (mod. p’), 





also 
Ge mp8 1 + (p— 1) gem (04.7). 
Da (p —1)g-? zu p teilerfremd ist, ist die Kongruenz 
ae + (p — 1) g?-?m = 1 (mod. p) 


auflésbar nach m; fiir ein soleches m ist also 


‘ -1 
G+ mer = Wiss eile 





d. h. gewiB 


=e 
ot mer —1 BO id. 8 


(g + mp)P~*—1 = 0 (mod. p*), 
(g + mp)?-* + 1 (mod.'p?). 
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gtmp=G 
gesetzt, so haben wir damit eine Zahl, welche zwel Bedingungen ge- 
ntigt: 
1. Es ist y =p —1 die kleinste positive Zahl, fiir welche 
G’ = 1 (mod. p) 
ist, d. h. G gehért modulo p zum Exponenten p — 1. 


2. Es ist 
G?-1 = 1 (mod. p’). 


Ich behaupte: Dies G erfiillt ftir 2 = 2 und auch fiir jedes gréBere 
A die Bedingungen des zu beweisenden Satzes, dessen Richtigkeit damit 
festgestellt ist. Zu beweisen ist: Fiir jedes positive 


v< 9p’) =p "(p= 1) 
G = 1 (mod. p’). 
Es sei nun v = y der kleinste positive Exponent, fiir den 
- G’ = 1 (mod. p’) 


ist 


ist; dann ist bra 
9 (p") = 0 (mod. 7), 


p(p)=an+q, l<q<yn—1, 


da sonst 


also wegen 
Gir Gn = GP) 
= 1 (mod. p*) 
schon 
Ga = 1 (mod. p*) 
wire. Die Behauptung lautet nun: Es ist 
4 = p(p’). 

Andernfalls ware 1 ein echter Teiler von p*~'(p— 1); anderer- 
seits miiBte » ein Multiplum von p—1 sein, da G modulo p zum 
Exponenten p —1 gehért. Also hiitte 7 die Form 
(3) = "pO eae 

Da 

G?-1 1 (mod. p*), 
also gewib 

GP-* 2 1 emodsa*) 
ist, ware in (3) sogar 


<2 


Beas 
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Jedenfalls wire ; 
p’-*(p — 1) =0 (mod. 9), 

also 

(4) Gr’ *@-1 = 1 (mod. p’). 


Nun ist 
GP-1= 1+ hop (hy = 0 (mod. p)). 


Daraus folgt durch Erheben in die pte Potenz 
GPe-) = (1+ hyp)? 


= if + ph, p — i Rts. ts 
=1+hp*+ kp’, 


wo alle Glieder der pten Potenz des Binoms vom dritten an zu k p® 
zusammengefaft sind; jedes isf ja ein Multiplum von p*. Da 


4 hot kp=h, 
nicht durch p teilbar ist, ist also 
Gee-Y—=1+hp?  (h, +0 (mod.p)). 
Ich behaupte, da8 fiir alle 0 >0 
(5) Gee) = Th pe (h, = 0 (mod. p)) 
ist. Gesetzt, dies sei schon fiir ein bestimmtes 9 > 1 bewiesen, so 
folgt durch Erheben von (5) in die pte Potenz 
Gre ti@-1 — ee h,pet*)? 


| 2 ° 2(0+1 
a i = i h ps * 1h Ky 41 P om ), 
also, wenn 
hy + Ko +1 p8 = ho +1 


_ gesetzt wird, 


Gette-) 44 (plc its (io +1 = 0 (mod. p)), 


-womit (5) allgemein bewiesen ist. Fir 


g=—j1-2, 
was > 0 ist, folgt aus (5) 
Ge’ 7-1) + 1 (mod. p’), 
wihrend aus der Annahme 
7 <9 (P’) 
durch (4) sich das Gegenteil ergeben hatte. Diese Annahme war also 
unzulassig, und damit ist der Satz bewiesen. _ 
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Jeder zu p* teilerfremden Restklasse modulo p* entspricht also 
eine modulo g(p’) eindeutig bestimmte Zahl y, fiir welche jede Zahl 
der Restklasse i? Gaels 


ist. 
§ 97. 
Die Restklassen modulo 27. 


Fiir die Primzahlpotenzen 
eee 


verhilt es sich, falls 2 > 3 ist, anders. 
Fiir 4 = 2, d. h. k=4 lassen sich noch die Restklassen 4 M+ 1, 
4 M+ 3 durch 30. 31 
? 


reprasentieren. 

Fiir 17 = 3, d. h. k= 8 gibt es bereits keine zu 8 teilerfremde 
Zahl mehr, fiir welche erst die 4te (m(k)te) Potenz = 1 (mod. 8) ist; 
denn es ist 


PH1, P=1, v=1, t= (mod. 8). 
Allgemein ist fiir 4 > 3 jede ungerade Zahl » so beschaffen, daB 


4-2 a ve 
ne pew nz???) 


(1) = 1 (mod. 2”) 


ist, so da& es unméglich ist, alle m(2*) teilerfremden Restklassen durch 
die Potenzen einer von ihnen zu reprasentieren. In der Tat ist (1) 
oben fiir 2 = 3 festgestellt; es sei fiir 2 richtig; dann ergibt sich die 
allgemeine Giiltigkeit folgendermafen durch den SchluB von 4 auf 
A+1. Hs ist ‘eae 
gaa oe aes oe Bra 
also . 
n?—* — (1 + M24) 
=1+4+ M2+14 MQ" 
= 1 (mod. 2?+4), 


Aber es besteht fiir 1 > 3 der folgende Satz, welcher wenigstens 
gestattet, die Hilfte 2’-? aller 24-!= m(2*) zu 2+ teilerfremden Rest- 
klassen durch die Potenzen einer einzigen Zahl darzustellen. 

Satz: Je zwei der Zahlen 

5? Di ves 52-1 


sind inkongruent modulo 2%. 
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Beweis: Hierzu ist es hinreichend zu zeigen, daB die kleinste 
positive Zahl v = », fiir welche 
5” = 1 (mod. 2*) 
4St,. 2*—? “ist. 
In der Tat erhalt man sukzessive durch Quadrieren 

5=1+4 1-2? 

=1+h2? — (hy =1 (mod. 2)), 
5? = 1 + 2h,2? + hg2* 

=1+h,2? (h, =1(mod.2)), 
54 = 1 + 2h, 23 + h3 28 

=1+h,2* (h,=1 (mod. 2)), 


BR had 
Es sei schon bewiesen, daB 
(2) BY = 1+ hy2t® — (h,= 1 (mod. 2) 
ist. Dann ergibt sich daraus durch Quadrieren 
pe 1 + 2h, 2+? + he Qte+4 
= 1 + hg 4 127? (hig 24 eal (mod. 2)), 


so daB (2) allgemein gilt. Fiir 9 = 1— 2 folgt aus (2) 
5? = 1 (mod. 2°), 
was uns schon von vorhin bekannt ist; fiir @ = 2— 3 folgt aus (2) 


4-3 


ol he. (h,_,3= 1.(mod. 2)), 
also 
13 : 
(3) 5° 1 (mod. 2). 
Daher ist 7 = 27—?; denn ein Teiler von 2*~? ist 7 jedenfalls, also von 
der Form 2%, wo x <1— 2 ist, und aus 
5? =1 (mod. 27) 

wiirde fiir x <4— 3 folgen: 

5? = 1 (mod. 24), 


im Gegensatz zu (3). 
Damit ist der Satz bewiesen. 
Alle 24-1 teilerfremden Zahlklassen modulo 2% lassen sich mit 


Hilfe des folgenden Satzes darstellen: 
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Satz: Die-2?-' ungeraden Zahlen 
| 59 Bt De men, 5 8 


1 2 ete et oe =1 
| 280% pte ht ees 


(4) 


sind zu je zweien inkongruent modulo 2’, 

Beweis: Fiir zwei Zahlen der ersten Zeile von (4) ist dies durch 
den vorigen Satz bewiesen; fiir zwei Zahlen der zweiten Zeile von (4) 
folgt es auch aus ihm, da 

— 5% = — 5% (mod. 2) 
die _Kongruenz 
5% = 5” (mod. 2*) 

ergibt. Wire endlich eine Zah] der ersten Zeile einer der zweiten 
Zeile kongruent: 


5% = — 5” (mod. 2’), 
so ergibe dies wegen 4 > 3 > 2, modulo 4 betrachtet, den Widerspruch 
=— | (mod. 4). 


Jede zu 2* teilerfremde, d. h. ungerade Zahl m ist also fiir 2 >3 
in der Form darstellbar 


(5) n = (— 1)*5? (mod. 2”). 

Dabei sind « und f# eindeutig bestimmt, wenn 
(6) 0<eX<1, 

(7) O<pceat 
sein soll. 


Jedem ungeraden w ist so eindeutig ein Zahlenpaar «, 6 zugeordnet, 
zwei modulo 24 kongruenten ungeraden Zahlen x, und », natiirlich 
dasselbe Zahlenpaar. Also ist jeder teilerfremden Restklasse mod. 2* ein . 
Zahlenpaar o, 8 aus der Reihe (6) bzw. (7) zugeordnet und umgekehrt 
jedem Zahlenpaar aus den Reihen (6), (7) eine teilerfremde Restklasse. 

Vergleicht man das Resultat des einfacheren. Falles 2 = 2, d. h. 
2 — 4, hiermit, so ist es hierin enthalten, da 

n = (— 1)* (mod. 27), a =O oder 1 
ist und nach (7) 6 eben nur den Wert 0 annehmen kann. 

Wenn man alle Liésungen «,f von (5) ohne die Nebenbe- 
dingungen (6), (7) haben will, so ist offenbar « modulo 2 und £p 
modulo 2*~* = +(2*) eindeutig bestimmt. Denn aus: 


(— 1)" = (— 1)*"5#" (mod. 2”) 
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folgt, wenn a, bzw. 6, und «, bzw. B, die kleinsten Reste von «’ 
bzw. 6’ und «” baw. 6” modulo 2 bzw. 2*-? sind, 


(— 1)%5e = (— 1)*5% (mod. 2%), 


a, = A, 
By = py. 
§ 98. 


Die Restklassen modulo k. 


Es sei nun fk eine beliebige positive ganze Zahl, also das Produkt 
beliebig vieler Primzahlpotenzen”, unter denen auch eine Potenz von 
2 vorkommen kann. & hat also die Form 


Me Why vn avant 
hk = 2¢ph --+ pir, i 
wo p,,“-,p, die ungeraden verschiedenen Primfaktoren bezeichnen 


und 4 auch Null sein kann. 
In den yorigen Paragraphen sind die Fille erledigt: 


= 0, r=1 (ungerade Primzahl oder Potenz einer solchen) 


und 
4=>1, r=0 (Primzahl 2 oder Potenz davon). 


Uberdies ist der Fall 
A=0, r=0 (k = 1) 


trivial. Immerhin will ich diese Spezialfalle nochmals in den all- 
gemeinen Fall einbeziehen. & soll also eine beliebige ganze Zahl 
= 1 sein. 

m sei eine beliebige zu k teilerfremde Zahl. Dann ist n zu jeder 
in k aufgehenden Primzahl teilerfremd. 

Es werde nach §§ 95—96 fiir jede der Potenzen (mit Exponent 
21) ungerader Primzahlen p},---,p’%- eine primitive Wurzel G,, 

baw. G,, ---, G, ausgewidhlt, in beliebiger Weise, die aber nunmehr 

festgehalten wird. (Hs sei etwa jedesmal G,, G,,+-- die kleinste 
positive primitive Wurzel.) Falls natiirlich k = 2¢ ist, also r = 0, so 
sind diese Zahlen nicht einzufiihren. 

Wenn nun » eine beliebige zu & teilerfremde Zahl ist, ist ein 
System ganzer Zahlen «,,---, «, nach §$ 95—96 eindeutig dadurch 
bestimmt, daB 


1) Wo Primzahlen mit zu den Primzahlpotenzen gerechnet werden. 
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n= GE (o. 28), 054 <9) —1 
(1) 


ist. 
Ebenso sind, falls 4 > 3 ist, « und 6 eindeutig durch die Kon- 


gruenz mit Nebenbedingungen 


(2) m= (—1)*5*(mod.2%), O0<a<1, 0<6<4(2)-1 


ae eid ), eee ee) 


bestimmt. Falls 4 = 2 ist, ist w eindeutig durch 
(3) nm = (— 1)*(mod.2%) O<ae<1 


bestimmt. Falls 4 =1 oder 4=0 ist, ist hier nichts zu bemerken, 
da alsdann die teilerfremden Reste modulo 2 bzw. 1 nur eine Klasse 
bilden. 

Auf diese Weise entspricht jeder Zahl n, die zu hk teilerfremd 
ist, ein System von 7, r+ 1 oder r+ 2 Zahlen 


(4) C55 Oly ya gh yg Mey 4s 


Hierbei tritt eben fiir 42 die Zahl 6 nicht auf; fiir 2—1 und 
4=0 treten die Zahlen « und B beide nicht auf. Fir r=0,1>3 
stehen nur « und # da; fir r—0O, 2 = 2 steht nur q@ da, fiir r = 0, 
Ab (0 She ohis2) od r=0, 4=0 (d. ho F=1) gar nichts. 
Ubrigens sind die letzten Falle k =2 und k=1, wo die, Reihe (4) 
nichts enthalt, trivial; denn die Primzahlen = 1 “emo. 2) sind alle 
Primzahlen bis auf 2, die Primzahlen = 1 (mod. 1) sind alle Prim- 
zahlen, so daB in diesen beiden Fallen nicht mehr zu beweisen ist, 
als schon durch die allgemeine Primzahltheorie bekannt ist. 

Die Zahlenreihe (4) mége das Indexsystem von 7 modulo & genannt 
werden. Zwei modulo k kongruenten, zu k teilerfremden Zahlen entspricht 
dasselbe Indexsystem, da sie a fortiori modulo p#, modulo p%,--- 
modulo p*r, modulo 2’ kongruent sind. Die Zahlklassen teilerfremder 
Zahlen modulo k und die Indexsysteme entsprechen sich gegenseitig 
eindeutig; denn umgekehrt entspricht jedem Indexsystem eine Zahl- 
klasse modulo k, da die r bzw. » +1 Kongruenzen (1) und (2) bei 
gegebenem Indexsystem, d. h. gegebenen rechten Seiten stets nach der 
Unbekannten » auflésbar -sind. 

Die Anzahl der Zahlklassen teilerfremder Zahlen modulo k be- 
trigt p(k), was nattirlich mit der Anzahl 


p (pir) > + p(per)p(2*) 


der Indexsysteme iibereinstimmt. 


7° 
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Wenn die Zahlen (4) nur den Kongruenzen in (1), (2), (3) ohne 
die Ungleichungen daneben unterworfen sind, so ist eindeutig be- 
stimmt: «, modulo p(p*), ---, «, modulo g(p*r), « modulo 2, 6 modulo 
29(2’); umgekehrt liefert jedes System (4) ohne die Ungleichungen 
eine Restklasse modulo &. 

Ich setze jetzt stets zur Abktirzung 


p(k) =h. 


§ 99. 
Hinfiihrung der Charaktere. 


Nunmehr definiere ich (bei fest gegebenem hk) h zahlentheoretische 
Funktionen von », d. h. Funktionen, welche fiir jedes ganzzahlige posi- 
tive m eindeutig bestimmt sind. , Verschieden nenne ich natiirlich zwei 
Funktionen, welche nicht fiir simtliche ganzzahligen positiven » tiber- 
einstimfnen. Vorlaufig werden iibrigens diese ) Funktionen auBer von 
kX noch von der Wahl der Zahlen G,, ---, G, abhingig erscheinen; 
spiter wird sich zeigen, daB sie durch k allein eindeutig bestimmt sind. 

Ich will also so viele Funktionen definieren, als es Indexsysteme 
gibt, und driicke dies vorliufig so aus, da ich an das Funktions- 


zeichen y(n) das beliebige Indexsystem” 

Oy, Fa, y G> A, b, 
wo also ee ree 
0<4,< y(pr)—1, 

Osa 1, 

0<b<t9(@)—1 

ist, heransetze, also irgend eine beliebige der h Funktionen mit 
He (us day+-544pya50)(M) 


bezeichne. Diese beliebige Funktion sei nun folgendermafen definiert. 


Es werde. zur Abkiirzung 
27% 


Mei. 

9 (LP) 
Ci ( as 
Seats sa os 
aap 

pr eeathas 


1) Mit Absicht schreibe ich hier andere Buchstaben als im vorigen Paragraphen. 
Landau, Verteilung der Primzahlen. 26 
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und auferdem, falls 4 > 2 ist, 





QO, 44 7 1 
und, falls 4 > 3 ist 
2 — Y ani 
$9(2) 
0,49 om 
Qni 
gi —2 


=—€ 
gesetzt. 9, ist also eine y(p)te Hinheitswurzel, und zwar eine solche, 
deren Potenzen 
0°, ot,---, ye Ce 

alle g(p»)ten Hinheitswurzeln darstellen, eine sogenannte primitive 
g(p»)te Hinheitswurzel, und zwar die, deren Amplitude positiv und 
moglichst klein ist, ---, 9,,, die primitive 2te Hinheitswurzel, 0... 
eine spezielle primitive $q(2*)te Hinheitswurzel (die mit kleinster 
positiver Amplitude). 

Dann lautet die Definition von Y(a,,0,,---,a,,a,)(%): 

1) Fiir alle », die mit k einen gemeinsamen Teiler besitzen, ist 


(a, az,- ++ BpyQ, b) (7) > 0. 


2) Wenn n zu ik teilerfremd ist und das Indexsystem 
; ; Oy, Oy, +=, Ot, at, B 
besitzt, so ist 
1% M2 Me a ace 
Kay ya0,- Se Naeea) Q, Qs ii °Q; fi “hes tee 
Damit sind die i Funktionen eindeutig definiert; ich habe nur zu 
beweisen, dafi sie verschieden sind. D. h. ich belinapie: Wenn ich 
zWwel ses ihnen 
Kia, 3a 5° *7,Qp) Ay) (7) 
und 
Me! af y+-yaf,al,0") (2) 
habe, wo nicht zugleich 
y= 01, -+°) @ =4,,40=a,b=0 


a 


ist, so gibt es eine ganze.Zahl n derart, dab 


Ma, yao, : yapsa,t) 2) ap Mat ,a,- ;: yatjar,ory\) 
ist. 


1) Ich erw&hne von jetzt ab nicht mehr immer besonders, da® in den ein- 
facheren Fallen r= 0 und 21< 38 gewisse Glieder gar nicht auftreten. 


P40" 
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In der Tat: 
I. Es seien unter den ersten 7 Indizes zwei entsprechende ver- 
schieden: 
a,Z a, 0<a,<p(py)—1, 0< a) < p(w) —1. 
Dann wiihle ich eine Zahl n, welche der Kongruenz 
n = G,(mod. pr) 
und den Kongruenzen 
- m= 1 (mod. pin) Asucr, we»), 
nm = 1(mod. 2°) 
geniigt. Dies m hat das Indexsystem 
«, =1; ¢,=0 fir L<u<r, bea — OF Bi 0). 
Also ist fiir diese ZahI n’ ~_* , 
f x (1, Gay ++ +5 My @, b) (1) S35 Or", 
Mei, aS, ae’ a, a’, b’) (2) ca oor, 
und diese beiden Ausdriicke sind eben verschieden, da unter den 
Potenzen 
Od ane J a 
keine zwei gleiche vorkommen. 
II. Es sei 4>2 und 
CAG ae ly" alt: 
Dann wiihle ich » so, daB | 
n = 1(mod. p*y) (Pi ai1S Dr), 
n = — 1(mod. 27) 





ist. Dann ist 
@, =90,---,¢,=—0,¢=—1, B=), 


also Sahay 
Mars a, ***, Mp, A, db) (2) ps Or aa 


afaf,---,at, a’,v)() = Ore1, 
was nicht iibereinstimmt. 
III. Es sei 2 >3 und 
62), 0<db<F9(2')—1, 0S UV < 3g’) —- 1. 
Ich wahle n so, da 
nm ==1(mod.p») (v=1,2,---,7), 
n = 5(mod. 2%) 
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ist, also das Indexsystem , 
a,=0,---,¢,=—0, a=90, 1=2 
hat. Dann ist 
Uy days tp, a 0)(H) = Or-+9 
verschieden von 
Kaf, as, . 4) a’, b‘) (n) Ee One: 2- 


Da nach Voraussetzung mindestens einer der drei Falle L, IL., II. 
eintritt, ist die Behauptung bewiesen, dai die h eingeftihrten Funk- 
tionen verschieden sind. 

Diese / zahlentheoretischen Funktionen will ich nunmehr kurz mit 


(1) 11 (1), %o(%), +» Xa) 
bezeichnen, die allgemeine mit 
TO) > he oh 
und, wo kein Mifverstiindnis entstehen kann, sogar noch kiirzer mit 


(2); 


ich werde iiber sie vier Satze mit sehr kurzem und elegantem Wort- 
laut beweisen. Alsdann darf der Leser bald die recht komplizierte 
Definition dieser Funktionen vollkommen vergessen und braucht sich 
nur zu merken, daB die HExistenz eines Systems von h verschiedenen 
Funktionen bewiesen worden ist, welche die vier Higenschaften be- 
sitzen. Die Numerierung (1) sei fast ganz beliebig und nur so ge- 
wahlt, daB die Funktion 


(0,0, ---,0) (2) 
an erster Stelle steht. Dies y,(m) ist also 0, wenn 
(n, k) > 1 
ist, dagegen 1, wenn 

(n, kb) = 1 


ist, 

Die h Funktionen 7,(m) werden Charaktere genannt, ,(n) der - 
Hauptcharakter. 

In den beiden (trivialen) Fallen k= 1 und k =2, wo es nur 
eine teilerfremde Restklasse gibt, d.h. h=1 ist, ist eine einzige 
Funktion , (n) (Hauptcharakter) einzufiihren, welche bei k =1 fiir 
alle » den Wert 1 hat und bei k= 2 fir alle zu 2 teilerfremden, 
d. h. ungeraden » den Wert 1, sonst den Wert 0 hat. 
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§ 100. 
Eigenschaften der Charaktere. 


Satz 1: Hs ist ftir zwei ganze positive» Zahlen n, n’ 
(1) x(n’) = x(n) x(n’). 

Von jeder der # Funktionen wird also dies ,,Multiplikations- 
gesetz“ behauptet. 

Beweis: 1. Wenn mindestens eine der Zahlen » und n’ mit k 
einen gemeinsamen Teiler besitzt, hat auch nn’ mit k einen gemein- 
samen Teiler; also ist (1) erfiillt, weil beide Seiten Null sind. 

2. Wenn die Zahlen n und mn’ beide zu k teilerfremd sind, ist 
auch nn’ zu k teilerfremd. Hs habe n das Indexsystem 


Oy, +, Oy Oly B, 
n’ das Indexsystem 
£ Wy *5 Or, &, PB. 
Dann ist also 
n= GH ee: Bi), n= Gas thes, P ) 
n=G (mod. pr ee n= = Gf ie pe : 


n= (—1)°5*(mod. 2), nv’ =(—1)"5" (mod. 2. 
Daraus folet 
nn = Se (mod. 93"), 


+ ar 


nn’ = Gor* “r (mod. p,), 
ii = (eA BEE mod 52"): 


nn hat also das Indexsystem 


@{, 02, °° ") Cy, ia UE 

wo , 
ay =a,+ a, (mod. p(pp)), Oe <p?) —-1, 
(2) a, =a,4+ a, (mod. p(pir)), OS a, <p(pir) —1, 


oe” = a+’ (mod.2), Os ee le 
Up" = 8 + p (mod. 392%), 0<p"<49(24)—1 
1) Die Funktionen sind von selbst auch fiir alle »<0 durch die Rest- 


klasse definiert; doch wird dies in der Folge nur gelegentlich einmal verwendet 
werden, in § 127. Natiirlich bleiben alle Higenschaften erhalten. 
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ist. Aus shan Rotsfeeean (2) folgt,” da 0,, ~-) O-aa) Orey D2: 
y(ph)te, ---, 2te, 19(2’)te Einheitswurzeln sind, 


( or “f = ptr 
a!’ 

se 1 1 
0%: 0%, 

al’ let a +e" 

oe a Or r 

, 

= Or Orr y 


ata’ 
on ar, Or 44 


oe 


(3) 


= oa 
Crea = oft 4 


U ae of +2 of +2° 
Da nun nach Definition 


a@i aa 


a 
May @ 4,0) (1) Q," " a. MT tat 


Car an 


Oats ror 
Lig tae ana ele 0, eae Os ae AY 


aan all 68" 


, a, ot 
Ka, ing cag) c 0; prs OF ee On 4 1Or49 


ist, so sieht man mit Hilfe der Gleichungen (3) die Richtigkeit der 
Behauptung 


. z (nm) = 4(n) x(0’) 


Satz 2: Hs ist fiir n= (mod. k) 
4(m) = x(n"). 
Beweis: 1. Wenn eine der beiden Zahlen » und n’ mit k einen 


gemeinsamen Teiler besitzt, hat auch die andere mit / einen gemein- 
samen Teiler, und es ist 
x(n) = 0 


ee task 
2. Wenn » und n’ zu fk teilerfremd sind, so ist, weil m und n’ 
dasselbe Indexsystem haben, nach Definition 


y(m) = x(n’). 


Satz 3: Wenn » ein vollstindiges Restsystem modulo k 
durchlauft, ist fiir x =—1, dh. fir den Hauptcharakter 


oy > hh) = <; h, 
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dagegen fiir “oy Re ig itga ty. Maw ett ‘dils ieee Characters 
tx (n) = 9. 


Beweis: 1. Im Falle x =1 ist nach Definition 


Xz (12) —0 
fiir solche n, die mit & einen Teiler gemeinsam haben, dagegen 
Kn(n) = I 


fiir die zu & teilerfremden ». Solcher teilerfremden n gibt es in 
- einem yollstaéndigen Restsystem h; also ist 


ts (m) = h. 


2. Es sei x > 1, das hetBt, mindestens eine der Zahlen 
: SY By, °°, Any By b 
in 


A, (2) a Ka, actions a, 5) (20) 


fiir die zu k nicht teilerfremden »; sonst ist es ein Produkt von Hin- 


heitswurzeln der Grade p(p’:), ---, p(pir), 2, (2%), also jeden- 
falls selbst eine hte Einheitswurzel. In 


= (2) 


bleiben also genau h von Null verschiedene Summanden stehen, und 
zwar ergibt sich 
es 1 y(#r 4 3 9(@)=1 


)-1 
ah) = Pid PA = at sa Or O22) Oe 
lp = = 


=, = 


sei > 0. -Es ist 


Da die Summationen von einander unabhingig sind, laBt sich diese 
Summe als Produkt von Hinzelsummen schreiben: 


— g(ea)-1 (vir) -1 ear 
(4) 21”) Boe 7 ler rye Xe +1)" ale +2)" 


Wenn nun o eine mte Hinheitswurzel ist, so ist 
m—1 astm es ayn dy fro = 1. 
(5) :. |= De tt) fir 9 +1. 


“=O 
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In (4) hat jede Summe rechts die Form (5); da a, ---, 6 nicht alle 
© sind, ist mindestens eine der Hinheitswurzeln 0%, ---, 0°, +1, 
also die entsprechende Summe rechts = 0. Daraus folgt, wie be- 
hauptet, Sy,(n) = 0. } 

Dieser Beweis im Falle x > 1 1&B8t sich auch so fiihren: Da 7,(m) 
nicht der Hauptcharakter ist, gibt es ein zu k teilerfremdes ’ derart, 
iy 120) 1 


ist. Da nn’ mit ein vollstindiges Restsystem durchlauft, ist 


eh) ZAM) = QteAnn) 
= 2hz("); 
(x,(0) — 1) Bian) = 0, 
2i.{n) = 0. 
Satz 4: Wenn » festgehalten und die Summe 
6) Sn 
iiber An Funktionen erstreckt wird, so ist 


h 
>7,(n) =h fiir n=1(mod.h), 
Za 


dagegen 


h 

>t”) = 0 fir n = 1 (mod.k), 

z=1 

also ftir alle k—1 tibrigen Restklassen modulo k. 
Beweis: Der Nachweis ist ganz analog dem Nachweise des 

Satzes 3, wegen der Symmetrie der Definition der Funktionen 7() 

(fiir zu hk teilerfremde m) in den beiden Zahlenreihen a,,---, a,, a, ) 

GIL. 6s bono Wee fo 
1. Hs sei (n, k) > 1; 


dann verschwindet jedes Glied der Summe (6); also ist deren Wert =0. 


2. Es sei 
Ra n = 1 (mod. fh). 
Dann hat » das Indexsystem 


a =0, aq =—0,---, ¢.=0,a=0, p=—0. 
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Folglich ist. fiir jéde der h iaaionen 


Ag \ Os te. ae 
Xa, Gay ***y Tp, A, b) (n) a Gx % ?;. 


h 2 
2S 


(RK kya d, 


+e 
bo 


also 


os isesel zwar 


aber 
n += 1 (mod. hk). 
Dann sind die Indizes von » nicht siimtlich 0, und es ergibt sich 


p(es)-1 mee ryt 4 9 (e4)=1 


Sy, (2) —— 2 = Soe ale 0% yp of OF, 


z=1 a,=0 = a= 
Z- o(sit\-1 (ir) = 4 ost) —1 
ss 2(er)" She ler)" Sey : are ae 


Da mindestens eine der Zahlen 
5 
of, OED Or Le 

von 1 yerschieden ist, verschwindet mindestens eine der Summen rechts; 
- also ist 

; h 
ah. (n) ak Oo; 
a4 


was zu beweisen war. 

Ich behaupte nun”, da die Gesamtheit unserer Funktionen von 
der Wahl yon G,,---, G, unabhiangig ist, und habe dazu (a fortiori) 
offenbar nur ndtig, den Satz zu beweisen: 

Satz: Wenn irgend eine zahlentheoretische Funktion y(n) 
den Sitzen 1 und 2 geniigt und fiir jedes zu k nicht teiler- 
fremde m Null, fiir n =1 von Null verschieden ist, so ist y(n) 
eine unserer / obigen, aus einem beliebig gewahlten System 
G,,--:, G, entspringenden Funktionen 


Ay (%) “+ +564, (1): 


‘Beweis: Hs wird also vorausgesetzt, daf allen Zahlen einer Rest- 
klasse modulo / derselbe Wert von y(m) entspricht, und zwar jeder 
1) Ubrigens brauche ich dies im folgenden gar nicht; es wirft aber cin 
» deutlicheres Licht auf die Charaktere. 
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nicht teilerfremden Restklasse Null, der Klasse x =1-+ Mk nicht Null, 
ferner, daB hee , 

a ann) = x(n) x1") 

ist. 


Es seien + + 2 (baw. 7,7 +1) Zahlen” 
My, = *%y Mey Mery Mp 
durch die Bedingungen definiert: 
n, = G, (mod. oe ), m=1 (mod. p2--- Pr 2°), 


n, = ae haibd Pe r Mean § fb. a , «pir 92), 


r r=—1 
wo G,,---, G, unser altes System primitiver Wurzeln a pros, 
it 
DN 
pr ist; 
n,, Sei) = 


M, 42 = 5 (mod.24), mw, = 1 (mod. p* -- - p¥). 


r 


— 1(mod. 2"), ,,,= 1 (mod. p> --- pir), 


Dann ist (tt) : 
nis’ = 1 (mod. pe) 
und 
pple (mor. pair 2) 
also 
mt oe = 1 (mod. &), 
ebenso (pts) 
Mee ved (mod. k), 
Paco al! (mod. k), 
Len =? =1 (mod. k), 
a naedye 
Wegen 
42) =70-) 
rat y(1) +0 
1)=1: 
daher ist “(1) ; 


ma conte: 
(x(n,))? ics y(n? ) 
= ah) 
=1, 


1) Diese Zahlen kamen schon in § 99 vor. 


v A 


§ 100. Engenschaften der Charaktere. Ana 








also y(m,) eine (pe )te Einheitswurzel, folglich 
x(%,) = of, 
0 <a, <9(pa)—1 
ist. Ebenso ergibt sich 
| X(N) = 0%, ee 


wo 


Piers OG. ae er 
(7,41) = Dees O<a< 1, 
1% +2) — OF gs 0 SS b ES 77 (2") aay hs 


Wenn nun 7 eine beliebige, zu / teilerfremde Zahl ist, die das 
Indexsystem 
Se Cy, +t, O,, O, B 
hat, so ist wegen 
n=G? ee a 


n = Gr (mod. p’ in); 
2. = (— 1)* 5? (mod. 2¢) 
offenbar 
ee MEN ne (mod. /), 
also 
wm) = 4m") (02) xn) ng) 


pia t Aa Oy don, or” pe yee 
QO; On 44 9-493 


- daher ist y(m) wirklich eine unserer alten Funktionen. 


Ubrigens leisten die soeben mit 


My, ***y My Meat, M4g 


bezeichneten Zahlen auch noch folgendes, Der Ausdruck 


nna, 
stellt alle zu /& teilerfremden Zahlklassen und jede nur einmal dar, 
wenn @,, ---, 6 unabhingig ihren Spielraum durchlaufen. Daf man 
iiberhaupt alle diese Klassen durch Potenzprodukte gewisser darstellen 
kann, wire trivial, nimlich, wenn diese gewissen Klassen alle h Klas- 
sen sind. Aber die obige Darstellung ist bei Beschrankung der Hx- 


ponenten auf je ein bestimmtes Intervall eindeutig. 
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$100 
Hinteilung der Charaktere in drei Klassen. 


Es gibt also zu & ein ganz bestimmtes System von / Charakteren. 
Man teilt nun diese  zahlentheoretischen Funktionen in drei Klassen 
ein, von denen fiir alle k mit Ausnahme von 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24 jeden- 
falls alle drei vorhanden sind, wihrend fiir k = 3, k = 4, k = 6, k=8, 
k =12 und k= 24 die dritte fehlt und in den trivialen Fallen k = 1, 
k =2 nur die erste vorhanden ist. 

1. Die erste Klasse wird vom ,,Hauptcharakter“ 7,(7) allein ge- 
bildet, der stets O oder 1 ist. 

2. Die zweite Klasse wird von denjenigen Charakteren gebildet, 
welche fiir jedes m reell (also = 0, +1) sind, aber nicht stets = 0 
oder + 1. Mit anderen Worten: es sind die vom Hauptcharakter ver- 
schiedenen reellen (d. h. durchweg reellen) Charaktere. Fiir sie ist 
eben die Auswahl der Hinheitswurzeln 


a eS Cs a b 
[2 On Op Onto 


so zu treffen, da dieselben reell, dh. =+1 und nicht alle +1 
sind. Mit anderen Worten, es mu 


a,— 0 oder 5 y(p?), 


vie oP 6E hy Met w) eld ja a, lo ae” ee wi 


a,,= 0 oder + p(pir), 


2 
a =O oder 1, 
b=0 oder $@(2*) 
sein, wobei nicht stets der Wert 0 gewiahlt ist. : 
3. Die dritte Klasse wird von den ,,komplexen“ Charakteren ge- 
bildet; darunter werden diejenigen verstanden, welche nicht durchweg 
reell sind, d. h. fiir mindestens ein » (also fiir mindestens eine Rest- 
klasse) nicht reell sind. Diese komplexen Charaktere lassen sich paar- 
weise einander durch folgende Bemerkung zuordnen. Wird fiir einen 
komplexen Charakter 
An(m) = w,(2) + iv, (m) 


gesetzt, wo w,(m) der reelle Bestandteil ist, so ist offenbar fiir ein 
gewisses anderes x’ ; 
Xz (n) ae (12) ras iv,(n), 

d.h. der Charakter y(n) durchweg konjugiert zu 7,(n). Es sei nim- 
lich fiir das m mit dem Indexsystem «,, ---, 
1,,(n) Bares Ma, »Fny** "5 Ap y by d) (1) 

= 94%... 97 .« 

7 or one ’ 


a a SF 


——— SS ee ll 


ell tt, eee 
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x entspreche also dem System a,,---, 6. Alsdann werde 
ate. fee — 4 fir 1<a, < p(y) — 1, 
: 0 fiir a, = 0, 


; ee fir a=) 
a. = 
O fiir a= 0; 
ya ftrO)—? Be 1sbstee)—2 
0 fir b= 0 


gesetzt. Da zu einer Einheitswurzel 9 die Zahl e~* konjugiert und 
hier 
oe =o7% fir 0<a,< p(pr)— 1, 
Is C3= Gs fiir 0<b<i(24 — 1 
ist, so ist 


Na’, "2 -, 0”) (22) ae ons aes O42 
wirklich fiir alle zu & teilerfremden » der Zahl 

Xa ae ., »)(%) oe oS ore ies 
konjugiert, und fiir die anderen » sind ja beide Funktionen 0, also 
gewiB konjugiert komplex. 

Diese zwei Funktionen 7,(m) und y,/() eines solchen Paares sind 
verschieden, weil nach Voraussetzung 7,(m) (als Charakter dritter Art) 
fiir mindestens ein ” nicht reell, also verschieden von seinem kon- 
jugiert komplexen Wert ist. 

Daf die Funktion 

u,,(n) — iv,(n) 
u,,(2) + iv, (2) 


zugleich mit 


ein Charakter ist, ergibt sich tibrigens auch daraus, daB sie den Siitzen 


1 und 2 des § 100 geniigt, fiir (v, k) >1 Null und fir » =1 nicht 
Null ist. are 

Wenn y() ein Charakter ist, so verstehe ich allgemein unter 
y(m) den konjugierten Charakter. Ftir Charaktere erster und zweiter 
Art ist eben 

x(n) = x(n). 

DaB in den von 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24 verschiedenen Fallen 

alle drei Klassen vorhanden sind (wie am Anfang dieses Paragraphen 
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angektindigt wurde), ergibt sich so: Die dritte Klasse ist vorhanden, 
sobald bei einer in & aufgehenden Primzahblpotenz p* 


op’) =p’ *(p—1)>2 
oder fiir das in k aufgehende 2+ 
bo) = 24>? 
ist. Wenn die dritte Klasse fehlt, darf also von Primzahlen nur vor- 
kommen: 3 und zwar héchstens einmal, ferner 2 und zwar héchstens 


dreimal. Die Zahlen 27 3”, wo O<A<3, O<A’ <1 ist, ergeben 
die obigen Ausnahmefille. 


Dreiundzwanzigstes Kapitel. 


Die Dirichletschen Reihen Z,,(s). 





§ 102. 
Definition und Konvergenzbereich. 


Ich betrachte nun fiir reelle s > 1, den h Charakteren entsprechend, 
die h unendlichen Reihen 


— 7, (0) 
(1) Oc 
m= 2 


Wegen 
%,,(m) 


s 


1 
Bi as 


n 





\ 








ist jede dieser Reihen fiir s > 1 konvergent. 

Die Reihen (1) unterscheide ich je nach den zu ihrer Bildung 
benutzten Charakteren in Reihen erster, zweiter und dritter Art. 

Die Reihe erster Art ist 


[fo <) 1 
L,(s) -> ne? 
(yal 4 


wo das Zeichen =” bezeichnet, daB nur die zu & teilerfremden n auf- 
zunehmen sind. Sie ist fiir s=1 offenbar divergent, da bereits die 
Partialreihe (die den » =1 (mod. h) entspricht) 


1 1 1 
t e431 oe 


SE se 


oe 


Se 
\ 
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beziehlich nicht kleinere Glieder hat als die divergente Reihe 
1 uy al! 

tae rag Ro 

welche durch Multiplikation aller Glieder der divergenten harmonischen 

Reihe mit = entsteht. 


Aus der Divergenz von 


n=1 


folgt leicht, daB, wenn s von rechts an 1 heranriickt, die Funktion 
(reellen Argumentes) L,(s) iiber alle Grenzen wichst. Denn wenn 
ein g >0 gegeben ist, gibt eg ein x, so daB 

3 E , NM r & 


x 


r= 1 
ist. Da nun 
xz x 
: fa: al 
lim = — 
s=1 in n 
n=1 n=1 


ist, so gibt es ein ¢ = «(g), so daQ fiir alle s zwischen 1 (exkl.) und 


1+ (exkl.) 
YS yd 
Pate gp ae ead 
n=1 n=1 


m=1 


folglich 


ist. Ftir jene s folgt a fortiori 


foe} 
ep 
L,@=->'= 
W 

n=1 

# 
eal: 
Be > ey 
Nn 

= 


> 9; 


d. h. Z,(s) wichst mit zu 1 abnehmendem s tiber alle Grenzen. 
Fiir die Reihen zweiter und dritter Art gilt nun der 
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Satz: Falls x = 2, ---, h ist, ae die Reihe 
Spra) 


ne 


L, (9 oS 
ab 
fiir alle s>0 konvergent, ist dort. stetig und differentiler- 
bar und darf dort gliedweise differentiiert werden; ferner ist 
f(s) ttirss > .0 ee 
Hierbei handelt es sich im Falle einer Reihe dritter Art um eine 
komplexe Funktion der reellen Variablen s; d. h., wenn 


1,(n) = w,(m) + iv, (0) 
ee cae U,(8) 


n 
lik 8 


co 


vel) __ 
De = VAS) 


ek 


gesetzt wird, so zerfillt die Behauptung 


; FAC Sn ee: 
(2) ; (s) a : 
in die beiden 


a Hopes Ee 


W 
ak 





und 


(4) Vz(s) = — eee 


n 





n=1 
und es wird ferner — alles fiir s>0 — die Stetigkeit der beiden 
reellen Funktionen U;(s) und V;(s) behauptet. Hs handelt sich eben 
hier um Dirichletsche Reihen mit komplexen Koeffizienten und vor- 
laufig noch reeller Variabeln. 
Beweis: Fiir s = 0 ist die Reihe L,(s) gewib divergent, da das 
allgemeine Glied y,(m) nicht den Limes 0 hat. Es ist jedoch 


Sx.) = 00), 


da nach dem Satz 3 des § 100 die Summe von je k& konsekutiven 
Gliedern y,(n) verschwindet. Folglich ist 


> u,(n) = 001) 
n=l 


§ 103. Die grundlegende Identitit. 417 








und» 


>e.(0 Eten 


Nach §§ 29—30 sind also die Reihen U,(s) und V,,(s) fiir s > 0 konver- 
gent und stetige Funktionen; die Reihe L,(s) ist also ebenda kon- 
vergent und stetig. 

Nach den allgemeinen Higenschaften Dirichletscher Reihen in 
§ 30 sind ferner U;(s) und V;(s) fiir s>>0O vorhanden, durch die 
Gleichungen (3) und (4) darstellbar und stetig. Folglich gilt (2) fiir 
s>0O, und L,(s) ist dort stetig. 

Damit ist der Satz bewiesen; er liefert insbesondere bei zu 1 ab- 
nehmendem s 


= 4, (n) 
5 lim L.(s) = >= 
() “ fe . (5) “n=1 5 
und eee : * 
‘ 4,,\%) 0g Nn 
6 Gare i ee 
(6) RIO capa ees 


§ 103. 
Die grundlegende Identitat. 
Analog zu £(s) lassen sich die L,(s) («=1, ---, h) durch un- 
endliche Produkte darstellen. Ich behaupte den 
Satz: Fiir s>1 ist 


1 
OS) bere 1) 


s 


p 


Beweis: Es ist fiir komplexe u, wenn |w) < 1 ist, 


py itutwtert--., 
also fiir s>1, da 
PO ot 
| p : 





$ 





ist, 








1) Fiir Reihen zweiter Art ist einfach 

Vy (n) = 9, 

V (8) = 0. 
Landau, Verteilung der Primzahlen. O 
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; (4,,(p))” 
ES? ra) 2 ie 


m=1 


co 
Jt, fey 
=a Me 9 


mat 


SAS ge 
Ho - He 
‘ 











psx psa m=1 





Das Produkt endlich vieler absolut konvergenter Reihen darf beliebig 
geordnet werden; wegen 


ee = py 


%,,(P”) , 
p™ $s = 


paz m=1 
wo 2 alle Zahlen durchlauft, deren Primfaktoren simtlich < z@ sind. 


ist also 




















Nun ist 
a em) 7 As, Ly ee 
ys ->% n +>) 

folglich 

A ie Os are sen 

1 a, fais > n=24+1 
Be (Pp) a yn 
p 








Dieser Satz lehrt u. a, daB fiir s> 1 
L,(s) + 0 


ist. Das ist nur fiir x = 1 trivial. 
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Ich bemerke ausdriicklich, daB auch fiir Reihen zweiter und 
dritter Art die Konvergenz des Produktes 


| eee 
omnes %,,(P) 
p* 
hier nur fiir s > 1 behauptet und bewiesen ist. Fiir s=1 laBt sie 
sich noch beweisen'); ob sie fiir irgend ein s <1 vorhanden ist, laBt 
sich beim heutigen Stande der Wissenschaft nicht in Bezug auf einen 


einzigen Wert von k sagen. 
Satz: Fiir s> 1 ist 








1 xO) 
im pt 
L,(s) =e 
Beweis: Die Doppelreihe im ee ist jedenfalls wegen 
fr hie 05 AC on | 1 
ie m pe Pee = rk a 


fiir s>1 absolut konvergent. Mit Riicksicht auf die fiir |w| <1 
(wo u komplex ist) giiltige Identitat 


[o.2) 


> ile — 
ne 


1 om Neter 
1—u 
ist also 
1 ty (2™) Sek ee 
tS a ge ay im pms 
em = e? m=1 


= 1), (8). 
Wenn man die Doppelreihe im Exponenten als Dirichletsche 
Reihe anordnet, ist re 
t,{p"") H(n) 
mpns he a ? 
p,m n= 


1) Vgl. § 109. 


bo 
=I 
% 
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eh -  A(1)=0, 
a, ROO) pg ee 
(2) = fir » = ptm > 1, 
H(n) =0 sonst 
ist. Aus X 
ae) 
Lee 
folet fiir s > 1 
S70) 


L, (ee ca pa 


L,,(8) H(n) log n 
0 __ SHams 


z 





4,(p”) log p 
(1) = -> a eee 


2p 
p,m 


bei willkiirlicher Anordnung der Gleder. 

J sei nun eine beliebige zu & teilerfremde positive Zahl; das Ziel 
dieses ganzen und des niichsten Kapitels ist, nachzuweisen, daB in der 
Reihe ky +1 (y = 0, 1, ---) unendlich viele Primzablen enthalten sind. 
Dabei ist es keine Einschrankung der Allgemeinheit, 

1<l<k 
anzunehmen. 

b werde so bestimmt, daB 


bl = 1 (mod. hk) 


ist, und es werde die Gleichung (1), wo s > 1 angenommen wird, fiir 


jedes x mit 7,(b) multipliziert; alsdann addiere man diese h Gleichun-: 
gen. Das gibt 


S207 S10 Spaliee 
(2) --> > _(bp”). 


p,m 
Nun ist nach Satz 4 des § 100 


h 


oe u,(2) 
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dann und nur dann von Null verschieden, und alsdann = h, wenn 
n = 1 (mod. hk) 
ist. Also ist Ee (2) fir s>1 


3) >, Ory b> ee 


Pe ne 8 4 Sore SSD “WEP 


wo p in der ae Summe alle etwa pte een Primzahlen durch- 
laiuft, fiir welche pb = 1 (mod. hk) ist, d. h. welche =/ (mod. k) sind, 
---, in der mten Summe alle etwa vorhandenen Primzahlen, fiir welche 
p"b =1 (mod.k), d. h. p” =1(mod.k) ist. Ob es solche Primzahlen 
gibt, bleibt vorliufig dahingestellt. -DaB die erste Summe unendlich 
ie Glieder enthalt, ist gerade die Behauptung, zu deren Nachweis 
die Grufidformel (3 (3) den Schlissel liefert. Ich schreibe (3) mit Riick- 


ht auf 
sicht au (d) 4,(0) = 4,C1) 
= 1 








kurz so: 


h 
1 U6) me 
a Paes (2) L,(s) vy h> pees ; 


prt 





das bedeutet eben, daB p, m alle positiven ganzen Wertepaare durch- 
laufen, fiir welche p Primzahl und 


p™ = | (mod. k) 


Ehe ich diese Formel (4) mit Erfolg verwerten kann, mu8 ich 
weit ausholen. Es handelt sich darum, das Material zu lefern, um 
das Verhalten der linken Seite von (4) fiir zu 1 abnehmendes s zu 
tibersehen. 

Im § 104 werde ich beweisen, daf das erste Glied der linken 
Seite von (4), namlich 


ist. 


AGI Ti;,(s) 
THO Le 1,0’ 
dabei ins TARAS wichst. Im § 105 werde ich zeigen, daf die den 
Charakteren dritter Art entsprechenden Glieder fiir s aay elmen end- 
lichen Grenzwert haben. Nach den Formeln (5) und (6) des § 102 
ist es hierfiir hinreichend, 


o Pee? 
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zu zeigen. Im § 106 werde ich dasselbe fiir die Reihen beweisen, die 
den Charakteren zweiter Art entsprechen. Dieser Nachweis von (5) fiir 
reelle Charaktere ist die Hauptschwierigkeit des ganzen Beweises des 
Satzes von der arithmetischen Progression. Mit den Resultaten der 
§§ 104—106 ist festgestellt, daB 

h 


Spal 





4=1 
ist, also nach (4) 
: 1 
lim > ade =+0. 
gal Dp 
Y=) 
Da nun 
log p 
ms 
pi, 
m= 2 


eine fiir s > + konvergente Dirichletsche Reihe ist, also fiir s = 1 
einen endlichen Grenzwert besitzt, steht nunmehr fest: 


‘ ] : 
lim > ee =+ 0; 
eso) = i 


p=! 





das beweist aber, da die Reihe 
p=! ? 
unendlich viele Glieder enthilt, das heiBt: 


Hs gibt unendlich viele Primzahlen in der arithmetischen 
Progression ky + l. 


Vierundzwanzigstes Kapitel. 


Beweis des Satzes vom Vorhandensein unendlich vieler Prim- 
_ zahlen in der arithmetischen Progression. 





§ 104, 
Ti(s), 
T,(s) 
Nach der Identitaét (1) in § 103 ist fiir s>1 
— FAG NEES 
Ly (s) -> ye p) 


p,m 


Diskussion von 


‘ ; Li (s) 
§ 104. Diskussion von =~, $ 
9 Ta() ci 








wo p alle nicht in & aufgehenden Primzahlen durchliuft. Es ist also 


_~4A®9_ _ &9) _ NQvlegsp 
Eee = £6) mH pe 


&’(s) log p 


&(s) p12 
pik 





was natiirlich auch aus 








folot. Die endliche Summe 
log p 
os p—i 
p\k 
nahert sich fiir s = 1 dem Grenzwert 
logp | 
Ea: 
pik 
£9 wird unendlich, wie wir schon aus § 34 wissen; daher ist 


(6) a 
a ere patie 


a gael Smee 
aaron > 
Es ist fiir das Folgende erforderlich, die Tatsache des Unendlich- 
werdens von J,(s) fiir s = 1 noch zu verschirfen. 
Satz: Es ist fiir zu 1 abnehmendes s 


. h 
lim ($= 1) Ly() = 
Ubrigens wiirde es fiir den Beweis des Satzes von der arithme- 
tischen Progression geniigen, zu konstatieren, dab 
lim sup (s — 1) L,(s) 
endlich ist. ay 
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Beweis: Ks ist , 
(6-1) 1,() =@~1)8@)- | [ 6-5): 


also 


lim (s — 1) Z, (8) = lim (s ~ 1) 6(6) tim [ (1-5) 


-1-T]0-7) 
_ 9h) 
k 


h 


§ 105. 
Das Nichtverschwinden der komplexen Reihen fir s=1. 


Satz: Fiir jede Reihe dritter Art ist 


L,(1) ee 
(Deeb 
+0. 


Beweis: Hs werde die dem konjugierten Charakter entsprechende 
Reihe mit L,(s) bezeichnet. Wird 


y,() = u(n) + iv(n), 


oO 


Pag iO 


=k 


foe} 


Dee 


n= 


4,(2) = u(m) — tv(n), 
L,(s) = U(s) + iV(s), 
L,(s) = U(s) —7V(s). 
_ Da U(s) und V(s)- im Punkte 1 differentiierbar ‘sind, so ist, 
wie sich durch Zusammensetzung der beiden Gleichungen 





gesetzt, so ist 


eo co 





ulny New 
ot é a i = U'(1) 
emen 


s=1 


ee ee a a Se es Pe er 


~ Da ferner nach § 104 
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und 
pes 
im =? $— 1 ey rd) 
ergibt, 
7: L,(s) — £L, , 
ine (h) 





: : . : a= 
vorhanden, ebenso 
Ty aS _- = a (1) ( ae £ 


lim Dj (1). 
C= tf 
Gesetzt nun, es sei 
dann wire 
: eed m0), 
7 3 V(1) =0, 
Pee 5 £,(1) = 0; 
die beiden Grenzwerte — 
Zl) 
ote 1 
aa, Li(1) 
und 
te Oe Lj (1) 


waren also vorhanden. 
Das Produkt 


L, (8) L,(8) «++ L,(s), 
in welchem jeder Faktor fiir s=1 einen Limes hat, enthielte also 


mindestens zwei Faktoren, deren Quotient durch s—1 einen Limes 
hat. Also existierte 


lm 


s=1 


Ty) 159). 
@—1? 


lim (s — 1) L,(s) 


Z( 


existiert, so ware wegen 
«dy (s). 
1)? 


L, (8) L,(s) + - T,(s) = (6 — 1) - (6 — 1) Ly(s)- 
lim L, (s)L4(s) +++ See eaee 
5.0, 


oe 
(s— 
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Nun ist aber nach dem zweiten Satz des § 103 fiir s>1 und 
x=1,---,h : 


ri) (pr?) ; 


p, = m pl 8 
LAS) =€ ’ 
also fiir s > 1 


h 
LS) L,(s) ITE) 
h 
Sa So 
pee ee™ mp 2=1 bs 


? 


folglich ist, da die innere Summe dann und nur dann von Null ver- 
schieden, und zwar = /h ist, wenn 


p” = 1(mod. k) 
ist, das Produkt 
h > pees 
= mp™s 
(1) L,(s)--- £,(s) = eT as 
>e 
15 
kann also nicht fiir s = 1 den Limes Null haben. 


Damit ist der Satz bewiesen. 

Die bei dieser Gelegenheit bewiesene Identitit (1), die iibrigens 
mit dem Spezialfall 7/1 der Identitét (4) aus § 103 véllig gleichwertig 
ist, zeigt, da im Exponenten rechts jedes Glied mit abnehmendem ¢ 
zunimmt, daB in Wahrheit entweder 


lim L,(s)--- L,(s) = + co 
s=1 
ist, oder da ein endlicher, positiver Grenzwert 
lim L, (s) --- L,(s) 
s=1 


vorhanden ist. 


§ 106. 
Das Nichtverschwinden der reellen Reihen fiir s = 1. 


Fir Reihen zweiter Art folgt aus der zuletzt hervorgehobenen 
Tatsache gar nichts; denn im Falle 


Beebe 
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bei einer Reihe zweiter Art hat man keine andere Reihe, deren Ver- 
schwinden daraus folgen wiirde, und aus der Existenz von 
L(s) -- Li (8) 
in L,(s)L,(s) +++ L,(s) = us (s — 1)L,(s) 38) a 
folgt kein Widerspruch; es ergibt sich blo’, daB von der Alternative 
am SchluB des § 105 der zweite Fall eintreten wiirde. 
Ich werde nunmehr zwei bis zu einer gewissen Stelle gemein- 
sam verlaufende Beweisanordnungen fiir den Satz angeben: 
Satz: Wenn y(”) ein reeller, vom Hauptcharakter ver- 
schiedener Charakter ist, ist 


ELS, x(n) 
L= ee 
ee Xe pga ‘s 
+ 0. 
Y ae 
Beweise: Es wird nur benutzt, daB y(n) eine zahlentheoretische 


Funktion ist, welche folgende 4 Bedingungen erfiillt: 
1. Wenn n zu & teilerfremd ist, ist 


x(n) = +1. 
2. Wenn n mit /& einen gemeinsamen Teiler hat, ist 
a(n) = 0. 
3. Es ist 
g(nn’) = x(n) xm’). 
4. Hs ist 


wenn ein vollstindiges Restsystem modulo / durchlautt. 
Aus 1. und 3. folgt 
41) =20)2Q), 
y(1) = 1. 
Es werde nun zur Abkiirzung die von y(n) abhiangige zahlen- 
theoretische Funktion 
= 4) 


mit f(m) bezeichnet. Wenn » und w’ teilerfremd sind, ist offenbar 
f(nn’) = fm) fw’). 


Denn alle Teiler von nn’ entstehen, indem unabhingig je ein Teiler 
d und d’ von » und m’ miteinander multipliziert werden, so daB also 
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f(nn’) =S7(aa’) 
oo 
~< 4(4)x(4’) 
d\n’ 


= Sx) Su@) 


d\n d'\n 


= fr) 


ist. 
Also ist fiir Bs =p 2 pe, 


WO ,,°**,P, die verschiedenen in m aufgehenden Primzahlen sind 
(die Primzahl 2 bei geradem » mit dazu gerechnet), 


(1) f(r) = fw) «-- F(vie). 


Ein solcher Faktor f(p*) la8t sich leicht nach der Definition von 
f(m) explizit darstellen. Hs ist nach Definition zunachst 


T= 1) Ay tage 
1) Wenn nun y(p) = 1 ist, ist 
AV Ele rigs Se et 
=1A+1. 
2) Wenn 7(p) = — 1 ist, ist 
fi) <1 -14+1-14---4C1y, 
f(p*) = 1 fir gerades 4, 
f(p*) = O fiir ungerades 4. 
3) Wenn 7(p) = 0 ist, ist 
fio) =14+0+4---+0 


also 


sh 
Daraus folgt, daB in allen Fallen 
f(y’) = 9, 
also nach (1) in allen Fallen 
(2) fin) = 0 
ist. Zugleich ergibt sich, da® fiir alle quadratischen » 
(3) fin) >1 


ist; denn dann ist ja jedes 2 gerade, so daB fiir kein p* der zweite 
Unterfall von 2) eintreten kann, in welchem allein f(p*) verschwindet. 


a ae 
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Andererseits folgt aus der Higenschaft 4. von y(n), dab 
S10) = 8) 


fiir jedes x der Ungleichung 





(4) |S@) [Sk 

gentigt”. Daher ist fiir ganze « > 1 
Ni) = S(n) — S(n — 1) 
Pa a ae 





= d'se(3 te 4) Nes 1) 
oo | ; = 
Se Sie eae 
P sar see 


(5) as 


x 








Von hier an schlage ich zwei verschiedene Wege ein, die beide 
zam Ziel fiihren. ; 
I. Aus (4) folgt fiir ganze x > 1 


bs ny(n) = Ss n(S(n) — Sim — 1)) 
= Ss —(n+1))+28(a) 
= -3s (n) + «S(ax), 


x a= 1 
Sore) < Sk + ka 
3 i 
(6) < Qhe. 


Es werde aus f(”) eine neue zahlentheoretische®?) Funktion g(n) 
durch die Gleichung definiert: 


g(n) = S20 — ©) 
= 2001) f1) +2 (0 2A) +--+ 2m). 


-1) Natiirlich ist sogar 


; hee 
NG) esa ok et 


2) Es ist unndtig, g(n) fiir nicht ganze m zu betrachten. 
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Es ist nach (2) und (3) 


Val 
g(n) > S2(n—q)-1 
g=1 


2320-4) 


q=1 


ee nm 

= V5 | 
also von einer gewissen Stelle an 
(7) g(n) > $n n. 


Andererseits ist fiir alle n > 1 
g(n) = 2 2(n— ”) Sud) 
=>? (n— cd) (@), 
cdsn 


wo ¢, d alle Paare positiver ganzer Zahlen durchlaufen, deren Pro- 
‘dukt <n ist. Diese Paare zahle ich folgendermaBen ab. LErstens 


durchlaufe ¢ die Werte 1, 2, ---, [n*] und d fiir jedes c die Werte 
reyes ar zweitens sei d=1, 2, ---, [m*] und entsprechend 
Ce eer Fak drittens sind die — bisher doppelt beriick- 
sichtigten — Paare in Abrechnung zu bringen, fiir welche zugleich 


¢<[n*] und d<[n*] ist. Hierdurch ergibt sich 
g (2) =D aie >. Zan phe 


caf 


2(n — cd) x(a), 


b 
We 
Mors 


° 
ll 
a 
i} 
a 


VM 

| 
Met 
VW, aS 


> 2(n — ed) x(a), 


a 
I 
- 
is} 
Il 
a 


pies 
3 
coli 


I 
Me 
lv 


2(n — ed) x(a) 


icy 
I 
hb 
a 
Il 
ran 


ist. 


a ae 
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Unter Benutzung von (4) und (6) erhalt man 


3-2 (an S20 - 2Saxia) 


4 
< Seu + 2¢. 2%( =|) 
3 
< 2 6nk 
e=i 
< 6hn*. 
Ferner ist 
4 == Sazen a 20d) 
2 
n® 9 
arO[a]- ala] ala) 
also, wenn 


gesetzt wird, wo 
0< 9 = 0(n,d) <1 


ist, 


= -S10((5-9)- a(n 77 + #)—a(Z— 2)} 
-S1@(§-» 40-0) 
- >> oe Se Su ‘2 y(d)d(® — 9°) 
Pare v3 ae Se 


dan? +1 
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also nach (5) : : 
S, <b +t + hin + (LP + DD) 
; [n°] +14 


2k 4 cee 4 
< Dn? + n?-5 + kn? + = (n> + n°) 
ne 


= Ln?+ Aken’. 
Endlich ist nach (4) und (6) 


pe 5 
428 + 3 


B= 29 S15 -2 SoS 
e=1 d=1 c= = 


> 2nfn] (—B) — 2-4([n P+ fh] 2h fo 
> — 2hn- nt — (n? + nb) 2nd 
— —6kn'. 
Also ergibt sich fiir alle m > 1 
g(n) =>, + Se — Ss 
<G6kn* + Ln? + 4kn® + 6kn® 
= Ln? + 16kn': 
dies liefert in Verbindung mit (7), daB fiir alle hinreichend grofen n 
inn < Ln? + 16kni, 
in? < Ln’ + 16k 
ist. Das ist aber im Falle 
Lo 
unmoglich, da fir alle » > 32%k° 
= ne = 16k 


ist. Also ist Eee 0: 


was zu beweisen war. 
Ubrigens ergibt sich gleichzeitig sogar 
Lo: 
aber das ist nunmehr nichts Neues; denn fiir s>1 ist 
L(3s\ = 
=] eae 
> 0, : 
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so da von vornherein aus Stetigkeitsgriinden nur die Falle 


L=0 
fess) 


und 


denkbar gewesen wiiren. 


Il. Die zweite Beweisanordnung geht von (5) ab so weiter. Hs 
sel x stetig veriinderlich. Nach (4) ist 


x(n) = O(1), 
= 
S102) 


y(n). ” 
: : —— VW 


fiir s > 0 konvergiert, 
SO a 
ee 


Tx) _ SIS) —Sm—1) 

a pare gitar 
Ss @ ; oes i ei S@ =4) 
ee yea fel 


= 93 'Ga- vex) + Gs) 


nach (5) 


auBerdem ist, da 








und 








- Ferner ist nach der allgemeinen Betrachtung von § 27 





Sen + 3+ 06) 


v1) 
nm=1 
wo B eine Konstante ist”. 


1) Dies folet auch unmittelbar aus 


Vn—Yn—1 ee (1 -(: aa 


i) 


“avi * °C) 


Landau, Verteilung der Primzahlen. 28 
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Ich betrachte nun (an Stelle des g() des vorigen Beweises) die 
Funktion 
f(n) 
G (a) “See : 
n=1 


Hinerseits ist wegen (2) und e 


G (a) 22s : 


q=1 


-S% 


also — 
lim G (a) = 
Andererseits ist . 
1 oy 
G = — 
(2) Pas 2 x(a) 
os 4@, 
CAL=% Ved 
Ve s Ve a Va Vz 
- 1 xd) Sn a 1 ( 
= = _ = 2 —— a 
Sy e H aiVe Avie Vi 
Vi : 


aes S44 + Sue 
vee ya” Ra 


I 
no} 
<< 
8 | 
Cama 
& 
-- 
S 
Basal ee, 
jj 
a 
SEA 
+ 
S 
— 
Hs 
— 


Daher ist 
lim (2L Vx + O(1)) = c¢ 
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was mit 
L=Q 
unvertriglich wiire. 
Damit ist, wie schon am Schlusse des § 103 ausgefiihrt worden 
ist, der Satz von der arithmetischen Progression bewiesen, und sogar 


etwas mehr, nimlich 
lim > log p =+0o0, 
=i P 


p=t 


SS 
Pp 
p=l 
Dies ist etwas mehr; denn mit dem Vorhandensein unendlich vieler 


Primzahlen in der Progression wire es vertriiglich, dai 
fees ag 


Skee 
P ar Pp 


p=l 





also die Divergenz von 


konvergiert. 


Finfundzwanzigstes Kapitel. 


Zusitze und Folgerungen, 





§ 107. 
Darstellung von L,(1) in geschlossener Form. 


Es ist nicht uninteressant festzustellen, daf fiir jeden Charakter 
zweiter oder dritter Art die Zahl 


B= SES 


n=1 
sich in geschlossener Form darstellen lift, d. h. aus klassischen Kon- 
stanten und elementaren Funktionen in endlicher Kombination; allerdings 
1a4Bt sich diesem Ausdruck nicht einmal das Nichtverschwinden ansehen. 
Es ist nach dem Abelschen Stetigkeitssatze tiber Potenzreihen”) 
fiir zu 1 wachsendes x 


foo} 


i) ,, Wenn Be konvergiert, so ist fiir zu 1 wachsendes « 
r= 


oo co 
Ly SY 7 “ce 
lim i tt, @" =z My. 
“£=1n=0 n=0 


28* 
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i) a him > x(n" 
n=1 " wet a 
sin f Sp(ayer-a 


2=10 2=1 


=f Sylow Ldu 








a Sosurr ldu 


sei Melos 
=f = (0) 7 Ae du 
nS 
a1un* 
t= 





dies Integral einer rationalen Funktion mit Einheitswurzeln als Koef- 
fizienten liefert natiirlich einen Ausdruck der behaupteten Art; es hat 
fiir uns kein Interesse, denselben aufzuschreiben. 


§ 108. 


Elementarer Beweis des Satzes von der arithmetischen 
Progression fiir /=1 und 7/=k—1. 


Fir /=1 und /=k—1, d. h. bei jedem & fiir die Progressionen 
ky +1 


ky’ +(k—1)=ky—1 


laBt sich das Vorhandensein unendlich vieler Primzahlen ohne die 
Dirichletsche Methode der unendlichen Reihen nachweisen. 

Es miissen zuniichst der Hrledigung des Falles J = 1 einige ganz 
einfache Hilfsbetrachtungen tiber dis Waren der Gleichung 


a=1 


und 


vorangeschickt werden. In diesem analytischen Werk mag ruhig mit 
den Wurzeln 
QAni 


a—e # (2 SA ete ieee 


ll tl a en 


ia ie ree 
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operiert werden; anderwirts ware es von Interesse, das Transzendente 
vom Risen reinchen zu trennen. Jede dieser Warzely ist so beschaf- 
fen, daB unter ihren Potenzen 


Se eee 
zuerst die nte den Wert 1 hat, wo 1 Snsk ist; dies ist die 
kleinste positive Zahl, fiir Soa 


k|n2, 
d. h; 
Eanes i 
G%)|” Ga)? 
also 
k | 
&a ” 
ist; daher ist 2g ete Sigh anf 
k 
4 eg) 
und jedenfalls 
nk. 


Natiirlich ist umgekehrt fiir n|k jede ute Hinheitswurzel auch eine 
kte Hinheitswurzel. Im Falle 21 (und iiberhaupt fiir (%, 1) = 1) 
ist m =k; d. h. mindestens eine Wurzel yon 


g*=1 


gehért zum Exponenten k. Wenn zum Exponenten » die Wurzeln 
—.,--+, §& gehoren und 


(@—§,)---(@—§) =F) | 


gesetzt wird, ist offenbar 


agent & =/[/[F (@), 


n\k 


also 
#—1= F(2) G,(2), 


G,(2) = IT F(a) 
ek 
gesetzt ist. Die ganze Funktion ersten oder hdheren Grades” F(a) 


hat ganze rationale Koeffizienten, z. B. weil G,(#) das kleinste ge- 
meinsame Vielfache mit héchstem Koeffizienten 1 aller Funktionen 


ieee Ab 


wo 


fiir n|k, n<k ist. 


1) Natiirlich hat sie den Grad (hk). 
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Wenn x eine ganze Zahl und weder + 1 noch — 1 ist, so sind 
‘oes F(a”) G,(a) + 9 


F(a) und G,(x) ganze, von Null verschiedene Zahlen. 
Hilfssatz 1: Wenn » k,n <k (d.h.m ein echter Teiler yon k) 
ist und # eine von +1 verschiedene ganze Zahl ist, geht 


k 
: 5 : : fe Sl 
jeder gemeinsame Teiler der beiden Zahlen ij und a”—1 
in k auf. 
Beweis: Wird 


= ae 
“ 


a 


di 


gesetzt, so ist 





d—1 _ (y+1)"—1 


=y t+ (Jy tt +(Cyta 
=d (mod. y = a” — 1), 


Bey 
(S53, 1) 4 


k 
c=, ao” — 1) | k. 
xv” —1 | 


Hilfssatz 2: Wenn @ eine ganze, von +1 und —1 yer- 
schiedene Zahl ist, so geht jeder gemeinsame Primfaktor 
von F(#) und G,(@) in & auf. 

Beweis: Aus : 


also 


G00) I] FC) 





n<k 
folgt fiir mindestens einen echten Teiler » von k 
p H(%), 
also 
p\x"— 1. 
Andererseits folgt aus 
p| F(a) 
wegen 
a —1 
gah (x) ar ill ? 
dai 
x —1 
p ae” = 1 





$108. Elementarer Beweis des Satzes von der arithmetischen Reihe fiir ky +1. 439 








ist; nach dem Hilfssatz 1 ist also 
p\k, 
womit der Hilfssatz 2 bewiesen ist. 


Nunmehr ergibt sich folgender 
Beweis des Satzes von der arithmetischen Progression fiir / = 1: 


Ks sei 
|! 


gegeben. Aus dem Hilfssatz 2 folgt, daB fiir jedes durch fk teilbare 
positive x 
(70@) Gea) = 
ist; denn wegen 
F(a) G,(a) = a —1 
: = — 1 (mod. k) 
" r 


enthalt gewiB weder F(x) noch G,(a%) einen in k& aufgehenden Prim- 
faktor.” x werde nun als ein solches Multiplum von / gewihlt, daf 


zugleich 
: F(t) +1 

und ; 
de k (2) oe 

ist; das ist mdglich, da jede der beiden Gleichungen 
F(a) =1 

und : 
F(z) =—1 


iiberhaupt nur endlich viele Wurzeln hat. Alsdann enthilt F,(z) 
mindestens einen Primfaktor p; dieser teilt G,(#) nicht. D. h. fiir 
jeden echten Teiler » von &k ist 


a” — 1 + 0 (mod. p). 
x gehért also modulo p zum Exponenten /. Nach dem Fermatschen 
Satz ist daher 
k |p a 1, 
p =1 (mod. hk). 

Die Progression ky +1 enthilt also bei jedem gegebenen & min- 

destens eine Primzahl p. Wendet man dies auf die Progression 
ky +1=pky +1 (k’ = pk) 
an, so enthalt diese eine Primzahl p’, welche eo ipso von p verschie- 
den und auch =1 (mod.h) ist. Nunmehr liefert 
Ky! + 1 = pp ky” + 1 (k= yk’) 
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eine neue Primzahl = 1 (mod. %) und so fort. Daher gibt es unend- 
lich viele Primzahlen 


ky = fa 


Dem elementaren Beweise des Satzes von der arithmetischen Pro- 
gression fiir 1 = — 1 mégen auch mehrere Hilfssitze vorangeschickt 
werden. 

Hilfssatz 3: Hs sei 


Dw) = Ga" ee 
eine ganze ganzzahlige Funktion. Hs mége die Gleichung 
Da) =) 
mindestens eine reelle Wurzel von ungerader Vielfachheit 
haben. Dann hat die Form ® unendlich viele Primteiler 
4y — 1, 
d. h. fiir unendlich viele Primzahlen 
i 1 (mod. 4) 
hat die Kongruenz 
@(x) = 0 (mod. p) 
eine ganzzahlige Lésung. 
Beweis: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit darf 
Cn ek) 


angenommen werden. Nach Voraussetzung ist O(a) fiir reelle x ne- 
gativer Werte fahig, also auch fiir rationale z. Es gibt daher ein Paar 


ganzer Zahlen r, R, wo 


R.>0 
ist, derart, daB 


ARO: 
ist, also 
R @(>) = G9" + ¢, Rr®-*4 ..- + 6 Re 
Cal y 
Die ganze ganzzahlige Funktion von x 
P(e) = cea" +¢,Rat-1+-..-+6 R 
ist also fiir 2 =~+ negatiy: 


Ey Oe 
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Wir fiihren noch die Funktion von 2 


pi 
H(a) 7 ( — i r) 


= Aya" + Hya"-14.:.4 H. 
ein, deren Koeffizienten ganze rationale Zahlen sind und den Be- 
é di 
ingungen Hy =o(— Bmy-? 
> 0, 
H, =—1 





gentigen. 
Jeder Primteiler der Form H ist auch ein Primteiler der Form 
® (natiirlich nicht notwendig fiir dasselbe x). Denn 


_ P| A) 
pi— H(2) B(r5 = ies Bir)x +r). 
Ardérerseits folet aus 
B (¢R) =o (eR) +¢,Ra@R)-'+-.--+t¢ R 
= R'(ea” + c,a"-1 +--+ +) 
= Rh’ G(2), 
_ da jeder in F nicht aufgehende Primteiler der Form & auch Primteiler 


der Form ©@ ist. Denn aus 
@(x,) = 0(mod.p), 


(p, BR) =1 
a, = x, (mod. p) 


P(x, R) = 0(mod.p), 
R" O(x#,) = 0(mod.p), 
D(x.) = 0 (mod. p). 
Daher sind alle Primteiler der Form H, welche nicht in FR auf- 


gehen, Primteiler der Form ©. 
Nun ist fiir jedes ganzzahlige 7'> 0 


H(4T) = H, (mod. 47) 
=—1(mod.47), 
also H(47) durch eine Primzahl 4y—1 teilbar, da jede Zahl 4m—1 


mindestens eine solche Primzahl enthilt. Die Form H enthalt also 
unendlich viele Primteiler 4y —1; denn, wenn die Hxistenz von 


Pars Po 


hefert 


folgt, da w, gemaB 


bestimmbar ist, 
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schon ccreteceuts nehme man 7’ durch RS 0 Beanies teilbar an; 
dann enthilt H (47) gewiB einen neuen Primfaktor 4y — 1. 

Da nun nach dext Obigen alle Primteiler der Form H bis auf 
endlich viele auch Primteiler der Form ® sind, gibt es unendlich viele 
Primteiler 4y — 1 der Form @®, und der Hilfssatz 3 ist bewiesen. 

Es mégen nun fiir jedes ee ganzzahlige m zwei ganze 
ganzzahlige Funktionen U,,(”) und V,,(x) durch die Gleichung 


(7 + 1)" = U,,(@) + 7V,,(2) 


erklart werden, so dab 
aie - BE, (2 + i” ges i)” 
m 2 ? 





ia (a + 4)” — (2 —2)™ 
V,(%) 27 ‘ 
ist. Dann gelten folgende Sitze. 
Hilfssatz 4: Wenn m|q ist, ist jeder Primteiler der Form 
V,, ein Primteiler der Form V,, und zwar fiir dasselbe z. 
Beweis: Hs ist, wenn 





Liq 
gesetzt wird, 
U(x) + 7V,(x) = (a + i) 
and Cer ce a 
= (U,@ +17), 
also 


V,(2) = Voala)(({) (Taoy*-3 — (5) Ta )**(V qi)? +=), 


folglich die Funktion V, () durch die Funktion V,,(x) teilbar und 
fiir jedes x die Zahl V,(@) ein Multiplum der Zahl V,, (2). 


Hilfssatz 5: Wann eine Primzahl 
p = — 1 (mod.4) 


ist, so kann sie nicht ftir dasselbe x in U, (a) und JV, 
pakoa! 


Beweis: Aus 


mv) auf- 
U,, (2), 
oa 
i U,,(@))? + (V,, (a), 
peal 
pie +1, 


wiirde folgen: 
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was mit 
p =— 1(mod.4) 
unvertriglich ist. 
Hilfssatz 6: Wen eine Primzahl 


p = — 1 (mod. 4) 


so beschaffen ist, da® sie fiir dasselbe x in V,(x) und in 

V (a 

FG aufgeht, wo m ein echter Teiler von k ist, so ist 

pik. 

Beweis: Wenn 
k 
= 


gesetzt wird, ist nach dem Obigen . 


ig — ELOY = (§) Coy + 
Aus den Voraussetzungen 
| p| V(x) 
und 
Vi, (2) 


folgt also 
p|d(U,@)*—*. 
Nach dem Hilfssatz 5 ist wegen der Annahme 
= — 1 (mod. 4) 
U,(«) + 0 (mod. p), 
also 
pid, 
pik. 
Hilfssatz 7: Es sei die Primzahl 
= — 1 (mod. 4). 
Dann ist fiir jedes x 
Vp4.1(%) = 0 (mod. p). 
Beweis: Hs ist 
@+iPt*_@—iPt* 


Vee 21 
=o p ete PEs 
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also, da alle dazwischenliegenden Binomialkoeffizienten durch p teil- 
bar sind ‘ 
: Pes bw pl), 
Vox (2) = ( ‘ )a” — ( je 7 (mod. p) 


=(p+1)a°—(p+1)x (mod.p) 
= —2 (mod. p) 
= 0 (mod. p). 
Hilfssatz 8: Es sei die Primzahl 
) p=-— 1(mod. 4) 
so beschaffen, da sie fiir ein bestimmtes « zwar in V,(a) 


aufgeht, aber in jedem V,(z), wo nm irgend ein echter Teiler 
von & ist, nicht aufgeht. Dann ist 


p=— 1(mod.k). 
Beweis: Es werde 
(p+ 1,k) =n 
n\k. 
Zwei positive ganze Zahlen wu und v sind so bestimmbar, daB 


u(p+1)—vk=n, 
n+ vk =u(p + 1) 


gesetzt. Dann ist 


d. h. 
ist. Nun ist 
(U,@) + 7V,,@))(U,,@ + 71V,.@)) = (@ + (a + 0* 
_ (a + Die 
= (x + iHe+ 
Alon (= Up 41)() Se tViup41)(%)> 
(1) U,,(«) Vin (®) as V,(&) U,,(«) s Vig eae 
Nach dem Hilfssatz 7 ist 


p | Vote), 
nach dem Hilfssatz 4 infolgedessen 


Pp Viuwp+1y(@)- 
p\V;(«) 


p | Ls (x) ? 
U,,(e) + 0 (mod. p), 


Wegen der Voraussetzung 
ist nach Hilfssatz 4 


nach Hilfssatz 5 


CE 
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Aus (1) folgt daher 

»\V,,(#) O.(@), 

p|V,,(«). 
Da dies nach Voraussetzung fiir keinen echten Teiler m von k zu- 
treffen soll, ist 


n=k, 
(p+1,k)=k, 
k p+, 


p =—1(mod.k), 
wie behauptet. 
Daraus ergibt sich folgender 
Beweis des Satzes von der arithmetischen Progression fiir 
1=k—1: Es bezeichie W,(a das kleinste gemeinsame Vielfache 
der Funktionen V(x) fiir alle echten Teiler m von k, der Hindeutig- 
keit wegen dasjenige mit ganzzahligen teilerfremden Koeffizienten, 
yon denen der héchste positiv ist. Hs werde die ganze Funktion 
Via 
®) = oy 
betrachtet, wo die von 0 verschiedene Konstante c so bestimmt ist, 
da8 @(x) ganzzahlige Koeffizienten hat. Die Gleichung 








V (a) = 9 
besagt 
(x + “yr en (x = 1 at Ge 
(e+"\" pS 1 
at, 
Daher hat die Gleichung 
@(x) = 0 
zu Wurzeln diejenigen z, welche durch 
de ee 
2—t  %? 
ee i ew at! 
sol Spas sec 


bei primitiver ‘ter Einheitswurzel @ bestimmt sind; sie hat daher 
mindestens eine reelle einfache Wurzel (sogar nur solche). Nach 


- dem Hilfssatz 3 hat also die Form @ unendlich viele Primteiler 


p =—1(mod.4). 


i) Die genaue Anzahl ist (fh). 
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Diese sind, wenn » irgend einen echten Teiler von k bezeichnet, wegen 


Wj, (x) V;,(4) 
92) Ta) — V6) 


bis auf endlich viele auch Teiler der Form = fiir dasselbe x. Nach 
dem Hilfssatz 6 kénnen nur endlich viele dieser Primzahlen fiir das- 
selbe « in V,(”) aufgehen. Die Form JV, besitzt also unendlich viele 
Primteiler p = — 1 (mod. 4), die fiir dasselbe x in keinem V, (x) auf- 
gehen. Diese Primzahlen p geniigen nach Hilfssatz 8 samtlich der 
Kongruenz p= te 

Daher gibt es unendlich viele Primzahlen 

ky —1. 

Offenbar liefern diese elementaren Methoden zwar das Vorhanden- 
sein von unendlich vielen Primzahlen ky + 1 und ky —1, aber nicht 
die im vorigen Kapitel bewiesene Divergenz von 

log p 
Doe: 


p=1(mod. k) 





und 
Nog p 





a Sp 
p=—i (mod. k) 


$ 109. 
: : : 1%(D) | 
tiber die Reihe >’ 2 
p 


Satz: Fiir jeden vom Hauptcharakter verschiedenen Cha- 
rakter modulo k konvergiert die Reihe 
1LD) 


p 
P 


Man mu sich vor folgender Begriindung hiiten, auf welche 
mancher Autor hereingefallen ist und die im Falle ihrer Berechtigung 
die ganze Primzahltheorie in wenige Schliisse zusammenziehen wiirde. 
Fiir s>1 ist das zugehdrige 


WACO) 
eed), pms 


L (s) aa ef! 
co 


Z (Pp) 7% (p") 
SP, See 


mores m ples 
= e AP, 





we 


} 


—— 


§ 109. Uber die Rethe ess AAT 
“ p 
p 








also sei wegen der Existenz von 


‘em > ye") y 10") 
ae m yee mp” 


i=? p m=2 p 
L(1) +0 
ae 
5 PD 


konvergent. In Wahrheit darf man natiirlich nur schlieBen: Es ist 


m 
bs : we 
lim ce es = tim f 29 ee du 
<a p mm” be 


. . x # L’ (u) 
/- “i L(t) ae 


vorhanden, also der Grenzwert 


me Pa (P) 
Pitre 


konvergiert, diese Summe gleich jenem Grenzwert. 
Beweis: Hs ist fiir s > 1 
Ls) 


a LS) i Lo US) 


ee Pig ae <1 (7) 
18 ne? 


n= Pp, mt =1 





und wegen 








vorhanden und, falls 





d. h. nach dem Hindeutigkeitssatz! (wie auch ohne Hinfiihrung der 
Dirichletschen Reihen direkt verifiziert werden kann) 


Diese = eee as n) 


M=1 p nsx 





a 


=e p") log p 4 (n) 
nm ? 


ph<x n=1 





1) Er war fiir Reihen mit reellen Koeffizienten in § 35 bewiesen und gilt 
infolgedessen auch fiir Reihen mit komplexen Koeffizienten. 
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also wegen 


Son 0 


ee log” _ Le log p “e 0a 2 ae 


at ES eee ra oft 22 8?) 
folglich wegen 
p(2) = O@) 
: (n)logn _ 4(p™) lo; ae? 
ee + 0(¥@) 
n=l presse. 
Pre = Poa + 0(1) 
x(p) log p 
LS. eee O(a. 
psx 
Nun ist . 
] 
eae ail 
n=1 7 
also folgt a 
A\P)108P __ 
ee a(t). 
psx 
Wegen 
Te 
ist daher 
peer — 0(1); 
psx 


folglich ist nach dem allgemeinen Reihensatz im § 30 


) 


Pp 
konvergent und nattirlich genauer 


x(P) x(P) i 
ap ~ X's + ieee) 
psa 
Insbesondere konvergiert i die Reihe (k = 4) 


epee Lee Joe Sore al 
3 5 7 iT 13 


§ 110. Uber die Swmmen et und =. 
? p=! p= 449 


psa psx 








Jetzt darf man weiterschlieBen: 


x(p) i 4 (p) 
4 -*/ — jim aN 
a Pp lim >’ goad 
Pp p 
also wegen 
» ee): : SS 
mpm lim > mp® 


s=1 





| p m=2 m=2 p 
> AG ae re 
: PAA eed lim ee 
Boe ye 
. p m=1 p,m = 
oo 
(2) (pm 
| pe xa 
| soe Shim 
Pet 4 
F = lim L(s) 
b s=1 / 
i Ld); 
xe 
La) = J femur" 
p 
= | [-— 
= _ 4)’ 
Pp 1 p 


wie schon in § 103 angekiindigt war. 
Insbesondere (k = 4) ist also 


1 1 £ 1 
f+ $i—Fit Fits 








1 1! 1 1 
ee ee. ites 


ao vig 
moa 
S110) 
Uber die Summen EP und y=. 
Pp Pp 
pal p= 
psx psx 


Wir fanden im vorigen Paragraphen fiir jeden Nicht-Hauptcharakter 


t,(p)logp _ 
ee OLY 


psx 
Landau, Verteilung der Primzahlen. 29 
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Nach § 26 ist, fiir den Hauptcharakter 


Dawe - > ->er + o0(1) 
De re 


psa DEM 
= logx + O(1). 
1 
4,0 
(x =1,---,h) ergibt sich also, da fir 
bl = 1 (mod. k) 


1 


% ee log p 
>; 3! = 08 te 
log p ry tn 
a a Dy Teemu so 


h >) 82 = log + O(1), 


Durch Multiplikation mit und Addition iiber alle Charaktere 


ist, 








p= 
psx 


log p 1 
p=t 
psn 


Ebenso folgt aus der im vorigen Paragraphen bewiesenen Relation 
4, (P) ( 


“— — A, + O 





log =) (x 3 2, Sta 5, h) 


psa 
nebst der in § 28 bewiesenen Formel 


>s = loglogzx + B+ 0(— 


=2 


Rak 
da letztere se 
25 (2) = loglogz + A,+ 0 (ore =) 


lehrt, 
h 
> a oP — log log « + Deot Oa. 


ee | loglog x + A + Olea 


log x 
p=l 


psx 


A) und 
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Sechsundzwanzigstes Kapitel. 


Uber die Anzahl der Primzahlen bis « in der Progression. 


See Sale 
Uber die Unbestimmtheitsgrenzen von —— 
Es werde 6 (2) — Slog p 
pee 
II(#) = 1 
p=! 
psx 
gesetzt; IJI(x) ist also die Anzihl der Primzahlen bis x in der Pro- 


gression, @(z) die Summe ihrer Logarithmen. 
Aus der Identitit (4) des § 103 


h 
5 tes (8) Pas 
0 L (8) a pins 

s=1 


— ta) o£ log p 
Sa are f(s) yo 


lk 


a) nad IT a a 


und 





folgt, da wegen 





lim (s — ie =e 


und wegen 


L,(1) +0 (© = 2, +++) 
ite ae 
L;(s) Ly) 
—1 a Ras 
es) 
ist, lo 1 
lim (s — 1 sh sr == 
nor (s ) ms =f? 


Sonat 
wer 1 
os (s — 1) 2° nha 


Daher ist nach dem zweiten eae des § 31 
a int; dee x 
ay ee 


a 
Oe 
h? 


: 


lim sup 
Hae.) 


ry 
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also ner 
lim = 
xr=0 


entweder nicht vorhanden oder = >— 
Auferdem ist natiirlich wegen 
O(z) < (@) 
lim sup 2) < oOo 
Ferner sieht man wortlich wie in § 19 durch die damalige par- 
tielle Summation, bei der ja die Definition der Zahlen p nicht be- 


nutzt wurde, dab 
II(2)logx% O(a) 1 
x ia oe es S| 





ist; daher ist a 
lim inf “= tim int? | 


r=0 











§ 112. 
Benutzung einer anderen Identitat. 
Dies Ergebnis, daB die Unbestimmtheitsgrenzen von 


II (x) log x 
x 


den Wert 7 einschlieBen, folgt auch direkt aus der fiir s>1 giiltigen 
h 
ee”) 





Identitat ‘ 
1 yy 1 > 
2 i) log Ts (s) = 1,0 mp”s 
= *= "  -pym 
1 é 
SS h > mp* ; 
pr] 


wo log L,(s) die eindeutig definierte Reihe 
4,6?" 
p,m oe 
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bezeichnet. Denn fiir x = 2,+-+,h existiert bei zu 1 abnehmendem s 


ng 
lim log L, (s) -f fy mole 


fiir x= 1 ist nach § 36 























Se 
7s 
log L_ (s) 2 
nS hn 
s=1 ] Qos 
ores log 5 
so daB 
Da 
mp 
ln ee 
a 1 h? 
s=t- log 
? a s—1 
2 
p* 
lim 2=! aah 
(oa 
log i 


ist, woraus die Behauptung nach dem dritten Satz des § 31 folgt. 


S013, 
Beweis, daB fiir k = 4 die untere Unbestimmtheitsgrenze 
positiv ist. 
Aus § 18 ist erinnerlich, daB der Nachweis von 


iim. Int —— au =) 


ganz besondere Kunstgriffe erforderte. Analog zu damals soll 
wenigstens fiir k= 4 (in den beiden Fallen 71 und J] =3) hier 
der entsprechende Nachweis von 

\iraiieche ae =... 


r=a 


d. h. von 





lta: eat > 0 


r= 





log a 
gefiihrt werden. 
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Um die Faille 4y+1 und 4y + 3 zu unterscheiden (welche 
gleichzeitig behandelt werden mitissen), werde gesetzt: 


log p = @,(2), 
p= 
psx 


Dee! = @, (x), 


ferner ie 
PFT NO ES 
ee = Q(x), 
S0(Va) = e@) 
und 
a(V2) +3 0,0? Va) = @,(2) + (C72) + (Vz) + (V2) 
+ (0, (Vz) + ,(V2)) + 
a = ¥,(2), 
So,V2) = @,(%) + @,(Vx) +--- 
= (2); 


dann sind die beiden Behauptungen wegen 
P, (x) = ,(2) + o(@), 
(x) = O,(x) + o(@) 


mit 
lim inf 71 Bess 0, 
lim inf — s — => 0 
identisch. a 


Die Definitionsgleichungen ergeben, wenn d 
x(n) den Nicht-Haupt- 
charakter modulo 4 bezeichnet, ° : 


21(p")logp = I (p) log p + ax(v" logp +: 


pres 
psVau 


= (@, (x) — @, (a)) + ( ava “f 0, ( (Vx) + ( 0, (V2) — 0, (V/x)) + 
= (0, @) — O(@)) + 2 (Van) + (0, Vax) — @,(Va)) + 2(Va) + --- 
= ol O, (Vz) +---)—(0,(a) + @,(Vz) +--)) + @(Vz) 

1(@) — B, (a). 


“a 
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Aus der Relation (vgl. § 109) 


Seven log n — es log p <7 (n) 
ns ms r ns 
n= 


pyme n=1 





folet 
an (7) log n —>; et (p™) log p 


= n) ( eee a, ee ) 
a / At (3) 
Offenbar ist fiir 2 > 1, wenn y die gréBte ungerade Zahl < wx ist, 


| Sx(0) ogn| = |1og 1 — 1og3 + logs —- --+ log y| 
<logy” ‘ 
ae < log «, 


—loga < S1o(¥ Aes ") — wp, (= )) < logs. 
Da #,(x) und (x) mit wachsendem x niemals abnehmen, ist 
as 


= S200 ¥, (2) +10) (%(2)— (2) 


also 


(1) > (2) — #, (F) — loge 
und ebenso 
(2) W, (2) > B,(2) — ¥, (5) — loge. 


Da okenbat, wenn v(@) die alte Bedeutung hat, 
W(x) + ¥,(2) == 0,(V2) +o, (Vn) 
- Sava 
= 


=0(@) — log? (i353 
= (a) + 0(@) 
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und nach § a4 (a) > ax + o(@), 
v(e) <4az + 0(2) 
ist, ergibt sich 
(3) W(x) + P(x) > ax + o(@), 
(4) D(a) + B(x) << fax + o(@). 
Nach (1) und (4) ist 
a > 2B, (x2) — B, & 


(5) W, (0) — 5% (F) < fart o), 
nach (2) und (4) ebenso 
(6) W,(2) — 4, (5) < tax + o(2); 


nach (1) und (3) ist 
2B («)>ax— BW, (5) + o(2), 





(7) P,(2)> 5a — 4B, (F) + o@), 
nach (2) und (3) 
(8) @, (2) > $2 — 4B, (5) + o(@). 


0 >> 0 sei gegeben. Von einer gewissen Stelle an (x >§&=£€(0)) 
ist nach (6) 
®,(2) 4B, (5) < Gat d)a; 
also ist, wenn » die gréBte ganze Zahl bezeichnet, fiir welche 


et 


40, (f) 1%, iG) Gat Daa: 


ist, 








1 x 1 
gn vw, (ar) = pera? (sr) << G a + 8) 3 Qn oi 3 
also durch Addition " 
BR x 1 
P, (x) — gr ti Py (fart) <(Fat+ d)2 > 


¥=0 





=(Gat+ Ey che 0(a), 
v=0 
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(0) < (Gat 0)2-$ + o(~) +53 WE) 
= (a+ £0)x+4 o(a); 
B@) <3 4@ + o(2); 
aus (5) folgt ebenso 
W,(0) < Bax + 0(2) 


: daher ist 


i Nach (%) ist also 





W, (x) >($—-)ae t o(@) 
= 74x + o(x), 
Jaa inf 3 Ba 
eee, 


| : nach 6) ebenso 


lim inf 


t= 


9 (& 
“20> Ba 


oS 0, 


womit alles bewiesen ist. 


Sechster Teil. 


Anwendung der Elemente der Theorie der Funktionen 
komplexer Variabeln. 


Siebenundzwanzigstes Kapitel. 


Eigenschaften der Funktionen Z,(s) und K(s). 
ea ee 
Definition der Funktionen L,,(s). 


Es sei s=o-+¢2 eine komplexe Variable. Dann ist die Reihe 


EO) ->5 ous 


als Dirichletsche Reihe im Fall x =1 fiir 6 >1, im den Fallen 
x%—2,.--, h fir 6 >0 konvergent, definiert dort eine analytische 
Funktion und darf dort a differentiiert werden. Dies folgt 
nach § 42 daraus, dab, wie wir in § 102 peor haben, L,(s) fiir 
reelle 5 > 1 Konvergiort und L tee vee L,(8) fiir reelle s > 0 kon- 
vergieren. ; 

Fiir 6 > 1 ist bei allen x =1, ---,h 


L,(8) cule os ee 


%, ag 
= a 
ist das Produkt dort Reece: und aus 


1) , 4,(P*) 
ial = lates a tet 
a 


= 4, () 





denn wegen 








pee ea 
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folgt, wie in § 103 fiir s> 1, hier fir o> 1. 


tim | | re 


ES eee = Fok 


= L,(s). 


L,(s) + 0. 


Bei der ersten Funktion ist insbesondere fiir ¢ > 1 


LO-[f0-plT rE 








s 


Es ist also fiir ¢ > 1 





1 
= fp it—-a) 6S); 
-T] (1-5) 
also ist nach den in § 43 entwitkelten Higenschaften der Zetafunktion 
die fiir (0 > 1 durch die Reihe 


ye (n) 
n> 
n=1 
definierte analytische Funktion L,(s) fiir o > 0 bis auf den Pol erster 
- Ordnung s=1 mit dem Residuum = regular. 
Fiir alle x (=1,---,h) ist ferner in ee Halbebene 6 > 1 


L,(8) ple L, ue 


pp”) 


eae 


ee) m pres 
=| [e= 1 


P 
Ly (R™) 


mpms 
m 
p,m f 
== £ 


wo die Reihe im Exponenten absolut konvergiert. 


S115: 
Das Nichtverschwinden der Funktionen L,,(s) fiir o= 1. 
Satz: Fiir 6 =1 ist 
L,(s) + 0. 


Beweis: 1. Beim Hauptcharakter x = 1 folgt dies wegen 


1)=] [ (1-5) 
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aus dem Nichtverschwinden” von 
ie 
p 
auf der Geraden o =1 und dem in § 45 festgestellten Nichtver- 


schwinden von €(s) auf jener Geraden. 
2. Es sei x =2,---, dh. Fiir s=1 ist das Nichtverschwinden 


in §§ 105—106 bewiesen; es sei also s=1 + 71, tZ0. Es ist fiir 
Painter | Ly 0™) 


—_ “mpes 
L,(8) a ee : ? 
Kye”) 
Sg 
| L,(s) a ‘ 
Shee) 
See 
a em ; 
Ks hat fiir alle zu & teilerfremden p” der Charakter 7, (p”) die Gestalt 
Xx (BD) = ms 
wo o(p”) reell ist”. Das gibt 
x,(p")p 


Daher ist, wenn 2” bezeichnet, da nur die nicht in i aufgehenden p 
in Betracht kommen, 


m pir oO 


—mti e (w (p"”) — mi log p)i 





‘ cos (w(p””*) — mt log p) 
> mpmo 
| p,m 
| L,(s)| = 


Nun ist, wie schon in § 45 zu ahnlichem Zweck benutzt wurde 
fiir alle reellen 


? 
i} 1 € 2 
cosy 2 — 4 — | C0829; 


dies gibt fiir 6 > 1, tZ0 





3 aot 1 Sake 
> mpmo * ae mp 





; dit (s) | 25 e pym p,m ; 
hierin ist 
r 1 1 
e p,m = e pm 
oe 1 
= Eta 
d 9 
1) Die Nullstellen von 1 we sida tees , Wo n20 ganz ist. 
p log p < 


a ne 
2) Ubrigens ist — 2 rational. 


§ 115. Das Nichtverschwinden der Funktionen L,(s) fiir o == 1. 461 
¥ > cos (2m(p'”) —2 mt log p) yo eri (p™) 
mpm (— pm (@+2%2) aa) 
Pym p,m 
é =€ : 
(p?) 
=" (a ) 

: 
; 











72.(pm) 


fam mpm(o+ 2ti) 
? 


—® 








1) 
wee (p™) 
mt m (a+ 2t4) +2%7) 





2 m WP 








Nun ist 
ery AC) 
offenbay auch einer der h Charaktere, z. B. (ohne an die genauere 


Definition zu denken), weil diese Funktion die Voraussetzungen des 
letzten Satzes aus § 100 erfiillt. Es sei 


Ha") = am); 
wo also 4 eine der Zahlen 1,---,h ist, die iibrigens von x verschieden 
ist, da sonst 7,(7) der Hauptcharakter ware. Dann ist 





ES cos (2 w(p") —2 mt log p) 


m pm OF 1 


=a | L,(6 + 2t2) |? 


p,m 


also fir 6 >1, t20 
1 


(oy? |L,(o-4 209)" 





| L,(s)| 2 


folglich fiir 1<o< 2,420 
(6 —1)" 





(1) |L,(9)|> 7 
2"|L (6 + 2ti)| 
| L,()| gee 





pel Fo 1 1 . 
ars 2(6 — 1)" |L,(o + 2¢2)|* 


Wenn hierin ¢2 0 fest ist und o zu 1 abnimmt, wichst" die 
rechte Seite tiber alle Grenzen, da der Nenner den Limes 


2-0:|E,(1 +2) = 


1) Natiirlich ist nicht monotones Wachsen gemeint, sondern nur lim = oo. 
o=1 
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hat; andererseits ware im Falle 


Dy(1 £44) = 0 
i See + 88) 








ae 


[aati 2-0 


endlich, so da nur 


méglich ist. 
g 116. 
Abschatzung von | L,,(s)| und | L;,(s)| nach oben. 


ut , 
Satz: Ftir ¢>1 iat ist 
= ogt 


L,(s) = O(log t), 
L,(s) = O (log*?). 
Beweis: Falls t > e ist, ist gewiB L,(s) im Gebiet 6 > 1 — 


definiert. 
1. Bei x = 1 ist wegen 


L,() =e) | [ (1-5) 


die Behauptung auf Grund der friiheren entsprechenden Higenschaften 
von €(s) (vgl. § 46) bewiesen; denn der hinzutretende Faktor 


TTa-4) 


p\k 


ee 


ist eine Dirichletsche Reihe mit endlich vielen Gliedern, also nebst 
Ableitung fiir 6 > 0 von der Gestalt 








O(1). 
2. Bei x =2,---,h ist 
5@)|—| Snatn) 
n=1 
<k, 
also fiir ¢>e, Dos gi ee 
7 log ¢ 





ee +> S00) (j EH) 7 OES 


n=t+1 
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ae 1 
oS +01 — A 
ey “iogi n=t+1 n = t ~ logt 


= O(log?) + O(1) + O(-) 
> O(log t), 
folglich, da fiir 6 > 2 




















- 1 
Le =>: 
We 


= 0(1) 
ist, fir o> 1 =e 
_ Ls) = O(log t). 


lo == ae n 
n=1 


betrifft, so ist fiir >1 
R(z) = Sx) log n 


n= 


Was 
as 





— (Sm — Sin — 1))logn 
n=1 

= >'8(n) (log m — log (w + 1)) + S(a) log ({a] + 1) 
n=1 


= OSes (m+ 1) — log») + 0 (log x) 





n=1 
= O(log x), 
folglich fir t>e, 2>6>1— = 
Z(N) lop L a) 
= Eis) = drut + dro (t wp ay) ~ Tata 
n=t+1 








2 
~ ogi n=t+1 log? 


Ps \ 
aS os gee ts a oe “a ait dee) 





= 0 (log?t) + O(t- = of os) 
= O(log’), 
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1 
log t 





also ture == 1s 
L,(s) = O (log*?). 

Der zweite Teil des bewiesenen Satzes 14Bt sich auch so schrei- 
ben: Es gibt eine (bei fest gegebenem i) absolute Konstante ¢,, so 
daB fir x =1,2,---,h im Gebiete (5 ge 


log t 
| Lz(s) |< ¢, logté 
1 1 
ist. Daraus folgt fiir ¢> 3,6, >1— cpp, = | oes ingr 
| On + ti 
|L,(6, + ti) — L(+ ti)|=| fLi@)ds 
| Op +ti 


< |e, — 6,|log*t. 


§-117%. 
Abschatzung von | Z,(s)| nach unten. 
Ich kénnte von der Formel (1) des § 115 ausgehen; ich will 
jedoch, um etwas schirfere Abschitzungen zu erhalten, im Sinne der 


Entwicklungen des § 65 eine andere Hilfsformel zugrunde legen. 
Es sei x =1,---,h. Stets sind 


1: () 


Ku(M) 
auch Charaktere modulo k; es sei etwa 
X2(") = x,(), 
Hu") = Xy(0). 
Fiir zu k teilerfremde p” werde 
iis ee 
gesetzt; dann ist m(p™) reell und 
AL es 
ote — 4, (pm), 


Im Gebiet 6 > 1, tZ0 ist 


und 





Yy(P™) 
mpms- 
Ne. 5 Bm 
| L,,(s) a 
‘ >) cos (a (p") — mt log p) 
m ples 


é m 
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Fiir alle reellen g ist (vgl. § 65) 
cos p > — $ — $cos2p — F cos 3y; 


im obigen Gebiet ist also 


5 Ne 


8 
mn nO 


Peter 


’ cos (2m (p™) —2mt log p) | 1 o> cos (3. (p™) —3 mt log P) 
mp pmo 








1 
oS 
pym pym 
at 





INV 


~ Gia) |Ey@-+ 209 /7| Lylot ary» 
fiir t= >3, 1<o< 2 ist also, wenn der erste Teil des Satzes aus 
§ 116 zu "Hilfe genommen ard: 


el 
fz log ® . t)log® (3 Oy 








Ss 
Aye ie a 
c, log ®t 


also, wenn die SchluBformel des vorigen Paragraphen benutzt wird, 
|L,(1 + t¢)| >) LZ, le + 4), —|L,(6+ ti)—L,01 + tr) | 


(—3 





c, log® 
ue 
Bf 


_@-0 (1 —¢46(6 — Mg log* Z). 


Ca log? t 


Hierin bestimme ich o durch 


d. h. setze : 
6=— 1 eae y3 
(2¢ ae 
was wirklich, wenn c, und ¢, gréBer als 1 gewahlt sind, fiir alle 


¢#>3 kleiner als 2 ist. Das gibt a as Wahl eines c¢, > 1 
1 





L(+ ti)| > a 
* log ® t Flog? t 
ge iS 
®) ~ Tog? 
also , a 
Tce ti) == O(log t). 
Landau, Verteilung der Primzahlen. 30 
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1 1 
Aus (2) folgt weiter fiir ¢>3, 1— —z<e<l Hees leg 


26, ¢, Ca eee 
1,(8)| 2 |L, G41) 12, () — L,+ 
1 = 
Op oe 
ah Fass 1 1 
2%, log®t 2c, log®t 
= i 1 
“oe 


Soe —|eo—1|¢,log*t 





ne Tog? Ws 6 <2 ist nach (1) 
1 1 1 ul 


| L,(s) | o 5B 35 @ 5 
(2¢,¢,)® log? t * log® t 
apy Ay ls 


ee Tega 


oe) 
= if 

SG a2? 

—— n2 
= dl! 


IL@l> = 


iat etal 
¢, log*t 


Fart = 3, peg Sri 





fir t>3, 6>2 
1 


L,(s) 





> 
Also hat sich ergeben: Fir ¢>3, 6 >1——_—,, ist 


¢, log’t 
Ot ae, 
darin liegt insbesondere, da Z,(s) in jenem Teil der Ebene nicht 
verschwindet, und es ergibt sich, ¢, > 1 angenommen, dort weiter 
#219) log’ t 
Z,6| < C,C€, log 
a=, logs, 


Natiirlich kénnen alle auftretenden Konstanten gleichmaBig fiir 
alle x = 1,---+,h gewahlt werden. Alsdann ist fiir t < — 3, 
Ce ee 
= ¢, log’ (— t) 

Be (s) | 3 
| 2,6) | < ¢, log is t), 
da 
Lj (6 + tt) 
L, (6 + ##) 


a 
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konjugiert zu einem gewissen 





Lj(o — tt) 
ie (6 — tt) 
ist. ; 
§ 118. 


Higenschaften der Funktion K(s). 
Es bezeichne K(s) die fiir o > 1 durch die Dirichletsche Reihe 


= log p 
p* 
p=! 


definierte analytische Funktion. Es ie fires) 


log p Li,(8) , 
me ee oa ies 0) L (8)? 
pry 


die linke Seite unterscheidet sich von K(s) um eine Funktion, welche 
fiir 6 > 4 (als fiir o > +4 absolut konvergente Dirichletsche Reihe) 


= O(1) 
ist. Daher besagt die am Schluf des vorigen Paragraphen gefundene 
L;,(8) | 


Abschitzung von . Z.@| in Verbindung mit dem Nichtverschwinden 


yon L,(1-+¢i) und dem bekannten Verhalten fiir s = 1: 
1. K(s) hat fiir s=1 einen Pol erster Ordnung mit dem 





ones - 
2. K(s) ist fiir o=1 sonst regulir. 
3. Es gibt zwei pacers Konstanten ¢ und b derart, dab 


0 ee ek ee 


¢ log? |t| 
| K(s)| < blog" ¢| 


ist. 


Achtundzwanzigstes Kapitel. 


Primzahlgesetze. 


g 1 119. 


Anwendung des Cauchyschen Integralsatzes und End- 
formeln fiir O(a”) und J/(x). 


Die Funktion K(s) erfiillt also bis auf das verinderte Residuum 


, (gegentiber damals) genau die Bedingungen, denen die Funktion 
30* 
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BS) inreh den. Satz am SchluB des § 48 gentigte, wo noch 9 hier 


§(s) 
durch das schirfere 7 ersetzt ist (was bei we in § 65 nachgeholt 


war); es bleibt also bei der damaligen Anwendung des Cauchyschen 
Integralsatzes und dem folgenden Ubergang zu @(x) und II(a) bis 


auf den beim Hauptglied hinzutretenden Zahlenfaktor S alles unver- 
andert. Hs ergibt sich daher fiir alle »y > 8 


O(x2) = = z+O (« eVioge) 
und fiir alle y>8 


II(@) = at epee 
2 
= 2 Li(z) +0 (ce-Vire2) 


=a ace +0 (« eVosz) 


n=2 





Unterwegs fiihrt eben die Anwendung des Cauchyschen Inte- 
gralsatzes wértlich wie damals zunichst fiir alle y>8 zu 


x 1 bine 
> logplog ee O(xe Vlog . 
p=! 
psx 
woraus alles weitere woértlich wie damals folgt, bis auf den tiberali 
auftretenden Faktor . 


Natiirlich kann hierin die Zahl 8 durch die Konstante U +2 er- 
setzt werden, wo U die Bedeutung des § 65 hat; denn man kann ja 
jede Cosinus-Ungleichung im damaligen Sinne zugrunde legen. 


§ 120. 
Interpretation des Resultats. 
Hs ist nunmehr bewiesen, daf fiir jedes q 
- logtx Lp 
lim, saa (a Oe Li(z)) =0 


ist, in erster Anniherung, daB 
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(2) ~ 1 Lite) 








1 © Ge 
~ hi Tog 
ist. Hs ist daher die am Schlu8 des § 10 der Hinleitung angegebene 
Folgerung 
lim 7) — 4 
a2 = 00 F(X) 
in den Besitz des Lesers tibergegangen. 

Es gibt also z. B. asymptotisch gleich viele Primzahlen 4y + 1 
und 4y+ 3. Uberhaupt ist das Beispiel / —4 zur Illustration aller 
Betrachtungen des zweiten Buches besonders geeignet. Es gibt dann 
zwei Charaktere mit den zugehérigen Reihen 


1 1 “il 
f- LS) Leeice Pagans 


cf 1 1 
TAS A Sag ose 


Ubrigens ist auch nicht eines der asymptotischen Gesetze im Fall 
k = 4 einfacher zu beweisen als im allgemeinen Fall, abgesehen natiir- 
lich von dem hier trivialen Nichtverschwinden der Reihe 


L(1)=1-$44-44- 








§ 121. 


FPolgerungen. 
Aus 


pe te 
(2) ~ 7, ogg 


folgt insbesondere, daB fiir « > 0 


ile Gee 





ist, so daB die Anzahl der Primzahlen ky +1 zwischen x (exkl.) und 
(1 + «)a (inkl.) mit 2 ins Unendliche wachst. 

Ferner beweise ich den 

Satz: Fiir jeden vom Hauptcharakter verschiedenen Cha- 
rakter, jedes reelle g und jedes reelle ¢ ist 


a(p) log" 
pore 





konvergent. 
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In § 109 war fiir g=1, t=0 die Endlichkeit, also fiir g <1, 
¢t = 0 die Konvergenz bewiesen. Fiir gy <0 ist die Behauptung wegen 
der nach § 4 (Reihen (31) und (82)) absoluten Konvergenz trivial. 

Beweis: Es darf beim Beweise g > 0 angenommen werden; mit 
jedem q ist ja die Behauptung fiir jedes kleinere gq bewiesen. Wenn 


X (a) =Sx(0) 
psx 
gesetzt wird, ergibt sich 
k 
X(2) = (1) 17,(@), 


wo IT,() die Anzahl der Primzahlen ky +1<~ ist, also mit kon- 
stantem y (z. B. y = 8) 


h 
. area 
X(0) =n) (; Lila) + 0 (« e-Voe)), 
in der Tat ist fiir (k, 7) =1 
T(z) = 7, Li(w) + Owe Vr), 
fiir (I, 1) >1 


UO wee 
Es folet weiter 


| 


h 
X(e) = 5, Li@) Sr + 0 (ve Vow") 
=0 (ce-Vee2), 
Bei gegebenem q ist also, wenn 
P (a) = S1(p) log’ p 
psa 
gesetzt wird, fiir 7 > 2 


a7) =2(Xm) — X(n — 1)) log?n 


= >'X(n) (log? n — log? (m + 1) + X(a) log? ([#|+ 1) 


n=2 


=O (oo V#* Slog (m+ 1) — log’n)) +0 (ee-V1°E* Jog x) 


== () (weViese log? 2), 


— ee 


ee L—x«) ee le 
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wovon ich nur 


: x 
w(x) =O (cars) 
log? 
gebrauche. 
Zu beweisen ist die Konvergenz von 


~) (nm) — Bn — 1) 
> as 


n=1 


fiir o=1. In der Tat ist dort fiir ganzzahlige v,w (w >v = 2) 


- P(n) — P(n — 1) . 1 1 Biv — 1) Pw) 
aa ns => (nm) e Swe i) oe ee. (w + 1)° 














2=v n=v 
v Ww 
So ( en Jo (;) a 2 te :) 0 linen) 
a log? n n?] ze a Hips 
Po n=v 
was wegen der Konvergenz von 
pata 
n log? n 
n=2 
‘fiir v= co, w=oo den Limes 0 hat. 
Natiirlich ist nach § 30 nunmehr 
(p)logtp __ |. p) log* p 
: CST elie lim Me ee 
Pp e=0 p p 


also ist insbesondere fiir be O und ganzzahliges q > 0, wenn => links 


p,m 


nach wachsendem p” eee ist, bei Anniherung von rechts 





3 (p™) log?p-m2-* _ NVx(p) log*p 4 ye T N17 (p™) log? p - m2—* 
PeEee gue pm +t) 
p,m Dp mas 





; 4 (p) log? p””) loot p - mi-t 
ae > eee SP lini SS) su Lee 
s=1+t7 p S=1+ti ny =o p 
; ™) log? p+ mi-1 
oa lim uP ) we 
cake p,m if 





Pa eee 
= (— 1)’ lim or 
s=1+7%7 


also, wenn 
log L(s) = Z(s) 
gesetzt wird, 
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Suey we (AY ee 


m(i+ ti) 
p,m 


z. Bo (q = 1, £20) 
4(p™) log p L’(1 + tt) 


m (1 + #2) a Ce 





p,m 
noch spezieller (g = 1, t = 0) 
Se logp _——s Ua), 
Pgh Se 


Pym 





in § 109 war fiir die Reihe links nur die Endlichkeit, nicht die Kon- 
vergenz bewiesen. 


Neunundzwanzigstes. Kapitel. 


_Funktionentheoretischer Beweis des Nichtverschwindens der 
reellen Reihe L. 





§ 122. 


Untersuchung der Dirichletschen Reihe mit dem 
: Koeffizienten /(n) — L. 


Unter Benutzung funktionentheoretischer Mittel laBt sich das 
Nichtverschwinden der einem reellen Nicht-Hauptcharakter entsprechen- 


den Reihe 
ag Eo) 


m=1 


noch einfacher (nicht kiirzer, aber weniger ktinstlich) beweisen als 
oben in § 106. 
Es werde wie dort 


fny= = Y (d) 
gesetzt. Dann ist fiir o> 1 


Se = $7 fl 


m=1 nm=1 


J 
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also fiir 6 >1 





> = LOE) 


m=1 
IT 7 IT 
p 


t— t=s3 








= 
P 
_ Werden die Primzahlen p mit p’, p”, p”’ bezeichnet, je nachdem 


u(y) =1, 
1(p") an ome ae 
up") =0 


ist, so ist fiir ¢o >1 


ye Ue a 


























n=1 © ek ar i oat Ls 
fe 
1 1 1 
=i mdi Si I] 1 
p’ ted, A ee Fairs inet Oo aa 
p p Pp 


ah 4 1 2 aay fl 1 1 
f(1l+—t+-—- =) (1 Sera (Sones piers) 
LT (+ et yet IT eet MI Bee j 


'was das in § 106 qusgeréehinete Ergebnis 
f() 29, 3 
hae (q= 1, 2,3,---) 


> ur) =8@) 


gesetzt wird, so ist wegen 


3 S(#) = 01) 


S10 = 54 0(8) 


in Evidenz setzt. 


Wenn 


und 
Sf) =< 320-1 


V - Va : 
= Olde: PIP SiwoSs 


EE SS Bed ee 
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: Va . Vz Va 2 
=D1OS+0 > 14+ 0>)1 + O(1-¥2) 
= o(L + 0(4.)) + OV) 

> (f(n) — L) = O(y2). 


Die fir o >1 absolut konvergente Dirichletsche Reihe 


oa f es L 


konvergiert daher nach § 32 fiir s > 4, also fiir o >. Sie stimmt 
fir 6 > 1, also fiir ¢ >} mit 


- Ls) E(s) — LE(s) = (L@ — Ld) €(s) 


tiberein. 


= 


§ 123. 


Beweis von [+ O. 
Ware nun 


ear 


Ls) = >, 
= 1 


so ware fiir 6 > 





also fiir reelle s > + 





Lo) =>2 


gee 
g=1 


= £(25) 
Wenn aber s zu + abnimmt, existiert links 
lim L(s)£(8) = LEC), 
wiihrend rechts 8 
lim €(2s) =+ oo 
ist. Daher kann nur ae 


Dao 


sein. 


—— 


Siebenter Teil. 
Theorie der verallgemeinerten Zetafunktionen mit 
Anwendungen auf das Primzahlproblem. 
Dreibigstes Kapitel. 


Die Fortsetzbarkeit der Funktionen L,(s) in der ganzen Ebene 
und die Funktionalgleichung. 





a3 
§ 124. 
Beweis der Fortsetzbarkeit durch sukzessive partielle 
Integration. 


k ist stets fest gegeben. Uber die Fortsetzbarkeit der dem Haupt- 
charakter entsprechenden Funktion 


1,()=] [ a -,)s@) 


p\k 


sind wir durch die friihere Theorie der Zetafunktion véllig unter- 
richtet; L,(s) hat im Punkte s = 1 einen Pol erster Ordnung mit dem 


Residuum : und ist sonst iiberall regular; d. h. 
(s — 1) L,(8) 
we 
i 
Dae St 


und 


sind ganze Funktionen. 
Bei allen iibrigen, fiir 6 > 0 durch 


= 7,(n) 
oe ne 
n=1 - 


definierten Funktionen L,(s)(x = 2,---,h) behaupte ich den 
Satz: L,(s)(«=2,---, h) ist eine ganze transzendente 


Funktion. 
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Beweis: Da fiir 6 > 1 


k—1 oo 
1 
ta n=0 


aa * ¢0 
3 oe 
BO uOD +) 


ist, ist es offenbar hinreichend, zu beweisen: Die fiir jedes konstante 4, 
wo 0<@< 1 ist, in der Halbebene o > 1 absolut konvergente, 
in der Halbebene o >1+ 0 (0>0) gleichmabig konvergente Reihe 


Dore 


definiert eine Funktion 3(s), welche fiir s—1 einen Pol erster Ord- 
nung mit dem Residuum 1 hat und sonst in der ganzen Ebene regular 
ist. Denn dann hat 


foo} 


a 
1 3 
n=1 (n+ ) 
fiir jedes in Betracht kommende / diese Higenschaft; L,(s) ist also 


tiberall mit etwaiger Ausnahme von s=1 regular; dieser Punkt ist 
aber wegen 


(oder nach dem Friiheren) auch ein reguldrer Punkt. ; 
3(s) ist also zunichst fiir o > 1 regular und durch die Reihe 


= 1 
O- DLare 
n=1 








definiert. 
Nun ist fiir s+ 1, n =1, 2, 3,--- 
Bivens fice OM TNR See Be a TO: 
(w+ o+ust? Mt otu) (n+ + u)* 
as UU 1 af 
(n+o+w! Tel @ ea wee 
4 udu iH ie 4 1 1 





S| = 
J mtotuyt*. @to+ie s—ilmpayo  @pepiyt 
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also fiir ¢ >1 


eet 
fie wae oe 1 tere! 1 
PA rere 9) ejay 1 @ py 








Die linke Seite von (1) stellt eine fiir o > 0 regulire Funktion dar, 
da fiir 6 >0(0 > 0) wegen 


| ; udu 
iosaaarre 
0 








1 
<< as 
=, 





die Reihe gleichmafig konvergiert; daher ist die rechte Seite fiir o> 0 
regulir, also auch 





Sigh ll 
3(s) — say (Ob 132 ? 


folglich + . 
rtd 
, 3(s) — os 
ebenfalls. 
Nun ergibt sich weiter 


udu wu? s-+-1 wedu 


(n+ o+u)*? I eb eputi 2 Gora oa 





at ar abi hho 
Oe Ae) 2 





mtotwt! em+te+iyt 


U U ee 


also, zunichst fiir o > 0, 
nf 
1 1 1 s il ast) —— f wdu 
pis 2S ely Aes RE eee 
eet 1) Bee er tty 2 (36+ agree . Pad eiee a 
n=10 


Rechts ist das erste Glied nach dem Ergebnis des vorigen Schrittes 
- fiir o >— 1 reguliir; das zweite Glied ist es ebenfalls wegen 





2 


rt 
a 








: urdu a a A, 
mtotuyt? ere 2 
Folglich ist 
oe — 


fir 6 >—1 regular. 
Allgemein gelangt man so fiir jedes ganze g > 0 zu der zunichst 
im Gebiet 6 > 1 giiltigen Identitit 


478 XXX. Fortsetzbarkeit wnd Funktionalgleichung der Funktionen L,,(s). 














1 il So 1 
cas AO Oe ee {) eee 
apie TOTO ea) 
1 1 s(s$1)--(64+9 eee 
ot 3649) ng a @+2)! (s6-+9+1) (onto 








eet y: eS wi Faw 
(q+ 2)! (n+ at uy tit? 


Es sei schon bewiesen, da’ (s — 1)3(s) fiir 6 > — g regular ist. Dann 
lehrt diese Identitat wegen 
1 


rh ult du 
F no Luft t*| 


daB (s — 1)3(s) fiir o > —gq—1 regular ist. Daher ist (s — 1)3(s), 
also auch 
NU rage 


eine ganze Funktion, folglich 


1 
q4+2? 
nota? 








= 


L,(s) 


fiir x = 2,---, h ebenfalls, und der zu Anfang dieses Paragraphen aus- 
gesprochene Satz ist bewlesen. 


Srp, 
Einteilung aller Charaktere in zwei Klassen. 
Jetzt soll nach einem ganz anderen Gesichtspunkt als friiher eine 
Einteilung aller ) Charaktere 
Ar(), > ++ Xy() 


in zwei Klassen vorgenommen werden, welche eigentliche und un- 
eigentliche Charaktere heifen. 


Es sei y(#) ein Charakter modulo k und K ein echter Teiler von kh: 
EVE aE 

dann entsprechen jeder Restklasse modulo K mehrere, namlich eT 

Restklassen modulo k. Eine zu & teilerfremde Restklasse modulo k 

ist Bestandteil einer zu K teilerfremden Restklasse modulo K; jede 

mit K gemeinteilige Restklasse modulo K zerfallt in lauter mit k 


gemeinteilige Restklassen modulo & Aber umgekehrt brauchen die 
Zahlen einer zu K teilerfremden Restklasse modulo K nicht alle zu k 
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teilerfremd zu sein. Beispiel: k= 15, K=5, Restklasse z= 2(mod.5); 
hier sind 2 und 7 zu 15 teilerfremd, 12 nicht. Jedenfalls kommen 
in jeder zu K teilerfremden Restklasse modulo K 


2= K, (mod. K) 


zu k teilerfremde Zahlen vor; denn, wenn p, p’, -- - diejenigen etwa 
vorhandenen Primfaktoren “os k hereicnnen welche nicht in K auf- 
gehen, so sind die Kongruenzen 
@= K, (mod. K), 
= 1 (mod. pp’---) 
vertriglich, und jede so bestimmte Zahl z ist zu fk teilerfremd. 

Jede Restklasse modulo K liefert, wie bemerkt, mehrere Rest- 
klassen modulo k; die Zahlen der, pee hoes Restklasse modulo K zer- 
fallen in volle een modulo k, die zu k teilerfremd sind oder 
nicht. JPerner ist, wie bewiesen arte die erste Kategorie dann und 
nur dann een, wenn die gegebene Restklasse modulo K zu K 
teilerfremd ist; im diesem Falle ist also ftir die Zahlen » der Rest- 


klasse modulo K teils : 
CMe 


d. h. 
(22) 7S 0, 
teils 
(n, k) aa i 
d. h. 
| (22) | =e L, 
aber nicht stets » 
a(n) = 0. 


Wenn nun fiir alle jene Zahlen, soweit sie zu k teilerfremd sind, (7) 
einen und denselben Wert hat, sagt man: y(n) ist ein uneigentlicher 
Charakter modulo k. Die prizise — etwas schwierig aufzufassende — 
Definition lautet also: 

Definition: y(m) hei®t ein uneigentlicher Charakter mo- 
dulok, wenn es einen echten Teiler K von k derart gibt, 


daB fiir ; 
n=mn (mod. K), (n, k) =1, (n’,k) =1 


x(n) = 40) 
ist. Sonst — wenn es kein derartiges K gibt — heiBt y(m) 
ein eigentlicher Charakter modulo k. 


stets 


1) Natiirlich kann durchweg |y(n)| = 1 sein, wenn namlich K jeden Prim- 
faktor von k enthilt. 
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‘Beispiele: 1. Es sei k= 1. 1 hat keinen echten Teiler; also ist 
der — einzige — Charakter (welcher zugleich der Hauptcharakter ist) 
ein eigentlicher Charakter. 

2. Es sei > 1. Dann ist der Hauptcharakter uneigentlich; denn 
K =1 hat die Higenschaft, daB ftir 


n =m (mod. 1), (n,k) = 1, (v',k) =1 
x(n) = 4(m’) 
ist; in der Tat ist fiir (n, k) =1, (w’,k) =1 
x(n) = 1, 
{ae) = 


3. Es sei & irgend eine Primzahl. Dann ist jeder vom Haupt- 
charakter verschiedene Charakter eigentlich. Denn sonst wire K = 1, 
also fiir (nm, k) =1, (w’,k) =1 


x (%) = 1(%'), 
x(n) = 41) 
aee\ te 
4. Hs sei k= 8. Dann ist der Charakter 
x(n) —0, 1, 0 1,0,1,0, 1 firm =0, 1, 23.45 G, Tamed a) 
uneigentlich. Denn K = 4 hat die Higenschaft: Fiir 
n =n (mod. 4), (n, 8) = 1, (m’, 8) =1 


dwhivfir Gi, h) = 1 


ist 

n(2) = 40’); 

41) = %(5), 

4(3) = (7). 

Jeder uneigentliche Charakter y(n) modulo & fiihrt, wenn der echte 
Teiler K von k die betreffende Higenschaft hat, daf fiir 
n =n (mod. K), (n,k) =1, (n',k) =1 

x(n) = 4(m') 
ist, durch folgende ergiinzende Erklirung zu einem bestimmten Cha- 
rakter X(n) modulo K. Es werde definiert: 


1. Fiir jede Zahl n jeder zu K gemeinteiligen Restklasse modulo K 
X(n) = 0. 


in der Tat ist 


§ 125. Hintelunge aller Charaktere in zwei Klassen. AR] 





2. Fiir jede Zahl » einer zu XK teilerfremden Restklasse modulo K 
X(n) = dem gemeinsamen Werte von y(n) fiir alle zu & teiler- 
fremden Zahlen, welche jener Restklasse angehéren. !) 





Dann ist X() ein Charakter modulo K. Denn es ist erstens 


offenbar X(n) = X(n') fiir n =m’ (mod. K), 


zweitens offenbar - (eer 


+ 0. 
Drittens ist fiir zwei beliebige n,, , 
X(N, My) = X(m,) X (ny). 
Denn, wenn 7,7”, mit K ence: ist, sind beide Seiten 0. Wenn 
dagegen (nt, K) Me 
mud. 
(%, K) =1 
ist, werde n, so gewahlt, daf 
1, = 0, (mod; K), (n,, k) = 1 
ist, und », so, daf 
nm, =n, (mod. K), (m,, k) = 1 
ist; dann ist 
N,N, = N,N, (mod. K), (n,,, k) = 1, 
also 
X (yg) = 7, (05%) 
= 4(M5)x(M%4) 
= X(n,) X(m9). 
Wenn 7(m) uneigentlicher Charakter modulo / ist, so kann es 
mehrere echte Teiler K,(v=1, 2,---) mit der Higenschaft geben: Fiir 
n =n’ (mod. K,), (n, k) = 1, (n', k) = 1 


4 (0) = 4(0). 
Unter allen solchen K, gibt es ein kleinstes; von diesem kleinsten 
K, = gilt nun der 
Satz: Der oben mit X(m) bezeichnete Charakter modulo K 
ist eigentlicher Charakter modulo K.?) 


* ist 


1) Es gibt nach dem Obigen solche Zahlen. 
2) Ubrigens la8t sich auch beweisen, daf nur fiir diesen einen Teiler von i: 
das zugehérige X(n) eigentlich ist. Doch brauchen wir das nicht. 


Landau, Verteilung der Primzahlen. 31 
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Beweis: Sonst giibe es einen echten Teiler K” von K, so da fiir 
n =n (mod. K’), (n, K) = 1, w, K)=1 
X(n) = X(n') 
ist. Daraus wiirde ftir 
n=wn (mod. K’), (n, k) = 1, (wk) =1 
folgen: X(n) = X(n), 
re) = 100); 
K wire also nicht der kleinste Teiler von k mit der betreffenden Eigenschaft. 
Jeder uneigentliche Charakter modulo k gehort also, wenn A jenen 


Minimalteiler bezeichnet, zu einem bestimmten eigentlichen Charakter 
modulo K. 

Der Hauptcharakter modulo & gehért zum Charakter modulo 
K=1. Jeder andere uneigentliche Charakter modulo / fiihrt auf ein 
-K>1 und liefert modulo dieses K, von dem X() eigentlicher Cha- 
rakter ist, gewi8 nicht den Hauptcharakter. 


Hs sei nun 2 
Ryne 
1.) = 2 

Tesi, 


die dem Charakter 7() = z,() entsprechende Funktion; es ist jetzt 
bequemer, um die Charaktere in die Bezeichnung aufzunehmen, 





L(s, x) 
zu schreiben, und nur, wenn kein Mifverstiindnis zu befiirchten ist, 
wie friiher kurz L(s) 


Wenn x den zu xy konjugierten Charakter bezeichnet, ist offen- 
bar aus Symmetriegriinden, wenn 7 eigentlich ist, 7 eigentlich, wenn 
y uneigentlich ist und zu K gehért, 7 uneigentlich und auch zu K 
gehdrig, derart, daB der zu X konjugierte Charakter X dem Z entspricht. 

Wenn y(”) ein uneigentlicher Charakter modulo k ist und zu 
K gehért, ist offenbar fiir 6 > 1 


Ber UL = ss 
p> 

“TT re HO) 
as 








foe) 


“Os 


pik n=1 
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=[]JQ ae aa L,(s, X), 


yA 


also 


wo I,(s, X) eine unserer £-Funktionen modulo K bezeichnet, die 
zum eigentlichen Charakter X(m) modulo K gehért, und wo das Pro- 
dukt vorn genau so viele Faktoren enthilt, als es Primzahlen gibt, 
die in fk, aber nicht in K aufgehen. (Denn fiir die Primfaktoren von 
K ist X(p)=0, also die Hinzufiigung des betreffenden Faktors un- 
nétig.) Die p, sind hierin Primzahlen, die «, Hinheitswurzeln. ¢ kann 
auch = 0 sein, nimlich dann, wenn K alle Primfaktoren von k ent- 
halt; dann bedeutet das Produkt 1. 

Damit ist die Theorie der Funktionen L(s,z) auf die Theorie 
dieser Funktionen mit- eigentlichem Charakter zuriickgeftihrt. Fir 
k=1 ist dies durch €(s) erledigt. Wir sind also berechtigt, jetzt 
anzuneKnien, daB in 

L(s) = Lis, 4) 


= Be 


k>1 und x(n) ein eigentlicher, also gewi8 vom Hauptcharakter ver- 
schiedener Charakter ist. Eo ipso ist hierbei k > 3. 


§ 126. 
Hilfssatz iiber eigentliche Charaktere. 


Satz: Es sei y(m) ein eigentlicher Charakter modulo k und 


(k, m) > 1. 
Dann ist 
k anmnt 
Sunye ‘= 0, 
n=1 
ds; It, 
ed © 
Gee ah) 
gesetzt, 


k 
S1(n)n" = 0. 


nm=1 


Die Voraussetzungen verlangen u. a., dal 


ko> 2 
31* 
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und y(n) nicht. der Hauptcharakter ist. Fiir 
k| m 


ist die Behauptung nicht neu, sondern mit der bekannten Formel 


Sx) =0 


gleichbedeutend. . 
Beweis: Nach Voraussetzung gibt es ein K, so daB zugleich 
K\k, K<k 
und 
yk = 1 
ist. 
Hs sei 


(1) (7, k) = 1: 
Dann ist, da mit m auch nr ein vollstiindiges Restsystem modulo k 
durchlauft, 


k k 
> 1(n)n” = Sy(nr) ar" 
n=1 w= 


k 
SS 
Hs sei auBer (1) noch ‘ 


f= WomodK }. 
Dann ist 
=, 
be k 
= y(n)n” = x(r) Sy(n)n", 
n= ohm 8 
k 
(2) (1 — 0) Suwa" = 0. 
C7 — | 
Es sei nun 
k 
(3) Sun)" + 0; 


dann werde ich zeigen: y(n) ware ein uneigentlicher Charakter mo- 
dulo k, womit der Satz bewiesen ist. Aus (3) folgt nach (2) 


xv) =1 
(r,k) =1, r= 1(mod. K). 
Ich behaupte: Fiir 
n= n' (mod. K), (m, k) = 1, (n',k) =1 


fiir 


ee Ae 


Ee 
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as x(n) = 2(0). 
In der Tat sei m, so gewahlt, daB 


nn, = 1 (mod. k) 
ist. Dann ist 
(m%, i) 1, 
(un, Ky) = 1, 
nn, =1(mod. kK). 
nm, ist also ein 7 im obigen Sinne; daher ist 
x(n.) = 1, 
u(2) x(m%) = 1. 


(nrg, -k) = 1 


Ebenso ist 


und 
et Wn, =nn, (mod. K) 
=) (mod. i), 
also n’n, ein r: 
a(n’) = 1, 
(m') 4%) = 1 
= 10) 4(%); 
x(n) = x(n’). 
x(n) wire also ein uneigentlicher Charakter, und der Satz ist bewiesen. 


Was die Summe aamni 


k 2amn 
Sine * 
n=1 


fiir eigentliches 7(m) und solche m betyrifft, bei denen 





(k, m) = 1 
ist, so ergibt sich 
k 2amni 1 k 2a mnt 
k pe ee k 
: 2 He = 7) a Hn) 
i k a eae 
ee naar 
is p Bant 
pay NT 


eine allein durch & und yx bestimmte Konstante r(k, x) ist. 
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Daher ist in allen Fallen, mag & zu m teilerfremd sein oder nicht, 


2umnt 


Sre. = x(m)c(k, 2), 


da im Falle 
(k,m)>1 
der Faktor 
x1(m) = 0 
ist. 
S12 


Die Funktionen Y (x,y). 


Ich erinnere zunichst an die fiir den vorliegenden Zweck im § 69 
bewiesene, fiir x > 0, « e O giiltige Identitat 
oo co m? 7 


(1) DAE Ge ae * cos(2mzxa). 
Me 


m=—co m=—co 


Die linke Seite nenne ich w,(a, x): 


Vv, (cc, 2) = Semen Ux 
Ich definiere ferner, gleichfalls fir x>0, a2 20, die Funktion 
¥,(a,x) durch die dort offenbar konvergente Baits 
Wg (0 a) = me Sim tne Nie 
Diese Reihe Le bei festem a auf jeder endlichen «-Strecke 
gleichmiBig, da bei gegebener endlicher «-Strecke fiir alle absolut 
genommen hinreichend groBen m 


m\ 2 
| (m + ae *"*"| < Oi mle (?) 
ist. Daher ist 
We (a, %) = — 5 o w.(e, @). 


— e 


Auch die rechte Seite von (1) darf gliedweise nach « differentiiert 
werden, da die sate Reihe 


ae * 2 (— 2max sin (2mx 0) 
wegen . 
| sin (2maa)| <1 





; | 
. 
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auf jeder o-Strecke gleichmibig eee Daher ist 
nL Pm 
(— 2a) Se ee sin (2 maze) 


ao) 


Ye (a, 2) = 


~, 


ms 4 


a 
S 2m3 
ae me ~ sin(2mzx«), 


m=—o 





also, da der Summand eine gerade Funktion von m ist und ftir m = 0 


verschwindet, nee 


Wy (ce, £ me * sin(2maa). 
(2) =— = (2mae) 

Es sei nun k>1 und y(m) ein eigentlicher Charakter modulo hk. 
Die ganze folgende Untersuchurg verliuft verschieden, je nachdem 


Ve q(k—1)=1 
oder 


y(k—1)=—1 
ist; emer dieser beiden Falle muf vorliegen, da 
(ih — DY = 7h — 1)) 

= 1(? — 2k + 1) 

eet) 

= 1 
ist. 

Es mége fiir 7 >0 und jedes solche y(n) eine Funktion von x 

durch die offenbar konvergenten Reihen definiert werden: 


m? x 





B(x) = B(a,y) = 2 >'u(m) Sea gare Rsiy Ss, 
m=1 

Ee) — Pls, 4) = 2 S'y(m)me * fir x(k —1) =— 1. 
m=t 


Diese Funktion ist gewif nicht identisch 0, da fiir groBe x das erste 
Glied iiberwiegt. 
P (x,y) geniigt nun einer Funktionalgleichung, bei deren Ent- 
wicklung die beiden Fille getrennt zu behandeln sind. 
Ich mache zuniichst darauf aufmerksam, daB mit y(m) auch 7(7) 
eigentlich ist und daS aus Realititsgriinden 
uk — 1) = 44 — 1) 


ist. 


488 XXX. Fortsetzbarkeit und ema Se der F yabionen L,, (8). 








Wenn fiir m<0 dem Zeichen y(m) ae durch die Restklasse 
modulo & fixierte Sinn beigelégt wird, laBt sich die obige Alter- 


native auch 
PAO eke 
schreiben. Mit Riicksicht auf 
4(0) = 1%) 
aii) § 
x(— m) = 4(— 1)x(m) , 
lauten alsdann die Definitionsgleichungen von #(x) auch folgender- 


mafen: 
Mm? 7 x 


B(x) = Be )—=>'ylme * — fir x—1)=1, 





m? x 


P(x) = P(x, 7) => (m)me- OF! fitp y(— 1) =—1; 


m=—C 


in der Tat ist im ersten Fall y(m), im zweiten my(m) eine gerade, 
fiir m =O verschwindende Funktion von m. 


1. Es sei 
uC Lys 
Dann ist ; 

a 

P (2,7) 23 x(n) dre 

n=? A=—00 
\ ake 

ts rw de ' 

R= 1 A=-—@ 


> (10) (F ka) ; 


also nach der F unktionalgleichung von w, 


m? 


P(x, x) =x "Te PE : © eos ("2") 


Pies 


= ae paula de *cos(*4) 


} wy 


ee a 


a ee ae a Se 
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folglich mit Riicksicht auf 


k 
21(0) = 0 


Sey) == Te Fe D200 Se ka Pes ee) 


His | 


m? re 


n> kha Sue ae (7S) : 
pe y() sin (2) =, 


da wegen. Breet toe E 
u(k —n) = x(— n) 
1 1a) 
= 4(n) 
die Glieder # und k — sf sich aufheben und da das bei geradem & 


‘Nun ist 


a 


vorhandene Glied n = >  jedenfalls verschwindet. Also ist 


me 1 2nm tt 


P(e, 1) = Fe Ss * Sui ie 


Vip 





folglich nach dem Ergebnis des vorigen Paragraphen, wenn kurz r(x) 
statt t(k, 7) geschrieben wird, 


m mt 


Se) NL oy oe 
P(e, 7) =—2 Syme ' 
a= 1 


Viz 
32009 
ae wv (— ae 


e(x) = A 


eine von % unabhingige Konstante ist. Ich behaupte, daB dieselbe 
den absoluten Betrag 1 hat. Nach der gefundenen Funktionalgleichung 
ist, wenn man sie auf 

P (a, z) 


anwendet, 
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- &(Z) 1 
P(x, x) a Ve ue (—,1) ’ 
also, falls man hierin w durch — ersetzt, 


w (2) = G)VeP@D 
und daher 
B(a,7) = Ee@Va B (a, 7) 


é | = G)e@ Pa, x); 
also, da “yo z) nicht identisch 0 ist, 


e(z)e(q) = 1. 
Nun ist e(z%) zu e(z) konjugiert; es ist namlich 


27ni 


tn) = > are ' 
ao 4 (i) cos = 


k ms k Qrnt 
_ nme = 3 
> 1) cos —>— = Sze : 
(so | n=1 


<5) 


konjugiert zu 





und 
“a 
é(y) = — 
(i) = “9. 
Daher ist 
d= eye) 
=|¢ | 
wie behauptet. | (%) 
2. Es sei 
—1l)=—1, 
Dann ist 2 ) 
_@tskpae 
P(x, 1) PORN abet woe 
A=—co 


(2+3)" ake 


nS we 


ll A= = 00 





EE 


: 
| 
: 
: 
| 
: 
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2 
ED ne) (F Be) 
=1 D200 5 aire Soe ane) 


n=1 











nen ok 


a Se > ene > 1) sin (27). 


wes 


S x (2) cos (7F*) atthe 
n=i 


denn die Glieder m und k — n» heben sich auf, und das bei geradem / 





Nun ist 


vorhandene Glied n = © hat wegen 4 





‘ Boer 
> 1 
den verschwindenden Faktor x(3), Daher ist 
m? rt 2nmrni 
B(x, 14) = ie same = Same f 
+ m? 7 





as Simone ka 
Se v(: 7) 
~ aya YG) 


ayo sit ee 


a= 





-gesetat ist. In dieser Pee pericns ist auch 


oT feb 1; 
denn aus ihr folgt 


w (7,7) — 8g) 2Ve BO, v), 
P(x, 4) = ah — e(1)2Ve P(x, 7) 


i a é(Z) B (a, phe 
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also, weil #(a, y) nicht identisch verschwindet, 
Ey) ey) =, 


und «(z) ist auch hier zu é(y) konjugiert, wie folgende Uberlegung 
ergibt. Hs ist 


27nt 


= Sue * 


_ 2n7% 
= 7% > u(m) sin — 
=A 


konjugiert zu 


ad 9 ; k 2ant 

° — ‘ 4 = Sr ae 
—74 >) x(n) sin = — Sane : 
n=1 w= 1 


er ST ry), 
also 


saerak’ 5. 
konjugiert zu 
i(—t@) _ — i) - 
VE VE 
= é(%). 
In beiden Fallen laft sich tibrigens die Gleichung 





le(x) | = 1, 
gel. 

l=@| 4 

ee 


2ant 


. 
Sue lave 


folgendermaBen direkt beweisen. Es werde fiir jede kte Einheitswurzel 


2m nt 


Nm =e * (m = 0,1, +++, &—1) 


die Summe 
k 
21), = Fn) 
gesetzt. Zu beweisen ist 


oa Ma) =k, 


k k 
at (nm); 2 x(n) ”, =k. 


— 
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Wir betrachten nun fiir jedes m=0,1,---,4—1 den entspre- 
chenden Ausdruck 
Gm) = | Cm) FF 


k k 
= =: u(n) 0 = xz(”)%,,” 


k k 
= 22M) py UG) Ty 
Wenn fiir 5 
@ k) = 
jedesmal gq’ durch die Kongruenz 
gq =1 (mod. k) 
bestimmt wird, so ist © ~~ * 
Ps rO1@) = 1, 
4) = 249); 


I Cn) = 2000) = u(q)u,,"; 


wo » und g je ein Restsystem zu & teilerfremder Zahlen modulo /: 
durchlaufen, also 
n—4q 


(2) Im) == y(ng’)n 


daher ist 


Nun ist, wie in § 126 festgestellt wurde, fiir jedes m =O, 1, ---, 


k—1 
fim) = 4") FC) 
also 0 fa ( k) = i 
= tir (mn, k ; 
9m) = |f(%m) | = g(n,) fir (m, k) = 1. 
Daher ist 


k-1 : 
(3) 29m) = 9h) 9m): 
Andererseits ist nach (2) 
kd Von e 
29 (on) =U) 2, 
m= N,Q m= 


Bekanntlich ist 
ht (= fir r=0(mod.h), 


2p tie + 0 (mod. k). 
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Daher ergibt sich A, 
ZI) = kK On) 
=k = x(1) 
= Iep(h), 
also in Verbindung mit (3) 


p(k) gm) = kek), 
In) i k, 


was zu beweisen war. 


8 128. 


Die Funktionen &(s, y) und die Funktionalgleichung 
fir L(s, x). 


Es sei immer noch x ein eigentlicher Charakter modulo k > 2. 
1. Es sei 
y(— 1) =1. 
Fir «6 > 1 folgt aus 


fo] 


r(3) am fea dx 


0 
oo 
n> 1x ‘ s 5 
a ee ee as 
rs k k 
0 





die Gleichung 


OD ir) an fetta, 
0 


also durch Multiplikation mit y() und Summation, da alles absolut 
konvergiert, 





(ae uP (5) L(s, x) -fi"> y(ne- sey 
0 n=1 


Es werde — vorliufig fiir 6 > 1 — die analytische Funktion £(s, y) 
von s (im vorliegenden Falle 1.) durch 


6(S 2) = (2) Fr(s) Lis, x) 
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definiert; dann ist also dort 


[oo] 


Let 
E(s,y) = 4] Pa, yz? § dx. 


0 


y(— 1) =-—1. 


Dann ist fiir 6 >1, wenn in (1) s+ 1 statt s geschrieben wird, 


2. Es sei 


ae 5 mene gs—1 
514 2 Se 4\ 12%, a ea 
() r( = ) La fne Bad, 
0 


also, wenn mit 7(”) multipliziert und summiert wird, wegen der Kon- 
vergenz des Integrals der Summe der absoluten Betrige 
° 7 : - r r 








ee seme oe n? 70.2 
4G) ICP )Led=fa* Sae)ae * de 
0 aaa 


Es werde — vorliufig fiir 6 > 1 — die analytische Funktion &(s, 7) 
(im vorliegenden Falle 2.) durch 


s41 


i re) L6,% 





&(s, x) ca (Z) 


definiert; dann ist fiir 6 > 1 





s—1 


E() = if BG, qu * dz. 


Von nun an kann ich beide Fille in einen zusammenfassen. Ich 


definiere 
a=0O im Falle y(— 1) = 1, 


a=1 im Falle y(—_1)=—1, 


setze also in beiden Fallen fiir o > 1 
sa 


@) rl) 1@p=t6n 


und habe in beiden Fallen fiir o > 1 gefunden: 


co 


s+a 
(2) E(s, 4) = 4 i W(x, x) a? do. 


0 
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De Funktionalgleichung fiir & in beiden Fallen laBt sich jetzt so als 
eine Formel schreiben: 


(3) we 1) =a UE, 2), 
a 
wo 
git 
ist. 


Die rechte Seite von (2) werde nun in 


i: co 
ae | Saag 
sa -4f[ Pena? dott fVene? ‘de 
0 1 


zerlegt. Nach (3) ist hierin 


fo ae ae ‘arf 52) 2 3 reese 


Beet re ee) 
~<a) f ens naa ea 


1—s+a 


- vans * 2 "da, 


also 
1l—s+a 


(4) t= fer (ape? ‘de+teg)fweDe ? ‘dx 





Nun ist die rechte Seite von (4) in jedem endlichen Gebiet der 
s-Hbene die gleichmifige Grenze einer ganzen Funktion (naémlich der 
mit den oberen Integralgrenzen 7 statt oo entstehenden Funktion fiir | 
7 = 00); &(s,z) ist also eine ganze Funktion, folglich 


s+a 
2 i 

Lis =e 

rs") 
ebenfalls, was wir im § 124 auf anderem Wege schon bewiesen hatten. 
Zugleich ersieht man, daf im Falle a= 0 die Funktion L(s, ) fiir 

s=0, —2, —4,.-- 

verschwindet, im Falle a = 1 fiir 
s=—1, —3,=0)-3 








E(s, x) 
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und zwar von der ersten Ordnung plus der etwaigen Ordnung der 
Nullstelle von §(s, 7) in dem betreffenden Punkt. Ferner: Die iibrigen 
etwaigen Nullstellen von L(s, z) sind mit denen von &(s, x) identisch. 

Nun die Hauptsache! £&(s,7), also L(s, 7) gentigt einer Funk- 
tionalgleichung. Wenn man nimlich in (4) 1—s statt s und zu- 
gleich zy statt y schreibt, so bekommt man 


1l—s+a 


e - 4 Bl 5 Sse ey 
§1—sy=t[Pape * ~ det+teG)(P@y2? dv 
1 1 


s+a 


ul 
ex ape oe 

da ja 

a az 

eq * Mt) : 
ist. Also ist 

fj a 

(5) E(s, 1) oa e(y)§1 Ss ae 
ad, h.: 


Die Funktion & bleibt bis auf einen konstanten Faktor 
vom absoluten Betrage 1 ungeindert, wenn zugleich s durch 
1—s und y durch 7 ersetzt wird. 

Da L(s, zx) sich nur um triviale (d. h. zu den klassischen ana- 
lytischen Funktionen gehdrende) Faktoren von &(s, x) unterscheidet, 
so ist dies also eine Funktionalgleichung zwischen JL(s, 7) und 


Li Sas x): 
Aus (5) folgt, da fir 6 >1 
Lis, 4) + 9, 
also 
E(s, 4) +9, 
5(s, x) +9 
ist, daB fiir «6 < 0 
. E(s, 74) +0 
ist. Alle Nullstellen von &(s, 7) gehdren also dem Streifen 
; | US ie 
an. Ubrigens ist 
Ld, x) = 0, 
also 
&(1, 4) +9, 
C1, %) +9, 
£(0, x) + 0. 


Landau, Verteilung der Primzahlen. 32 
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L(s, x) hat also in der Halbebene 6 <0 nur die trivialen Wurzeln 


erster Ordnung : 
—2q (q=1 und ganz) fir a=—0, 


—(2g—1) (q=1 und ganz) fir a=1, 


zusammengefaBt 


a—2q (q¢=1 und ganz); 


auferdem hat L(s) fiir a =0 die Nullstelle erster Ordnung 0. Alle 
anderen etwaigen Nullstellen von L(s) geh6ren dem Streifen 


Vx oat 
an und sind von 0 und 1 verschieden. 
Ubrigens ist — was aber fiir das niachstfolgende unerheblich 
ist — nach § 115 fir o=1 
: L(s, 4) + 9, 
also fiir ¢6=1 
E(s, x) + 9, 
E(s, 7) + 9, 
folglich fiir 6 = 0 
; | E(s, x) + 9, 
also fir 6=—0, t20 
L(s, x) + 0. 


Alle nicht trivialen (d. h. von a—2q nebst 0 fir a=O ver- 
schiedenen) Nullstellen von L(s, 7) gehdren also dem Streifen 


O =e st 
an. 


KinunddreiBigstes Kapitel. 


Die Produktzerlegung der ganzen Funktionen L(s, x) baw. 
(s—1)L(s, x) fiir eigentliche und uneigentliche Charaktere. 


§ 129. 
Hilfssitze iiber ganze Funktionen. 
Satz: Es sei 
1s <2, 
Ei, Sa, > eine Folge von unendlich vielen von Null ver- 


schiedenen komplexen Zahlen derart, daB bei allen d>0 
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foe] co 
1 LM i 
S ; lg eee) ee 2 pore 
nmi st 8 n=1 


Th 


konvergiert. Dann geniigt die ganze Funktion 


Ora Hera 


bei jedem 0>0 fiir alle hinreichend grofen r=|z| und alle 
zugehérigen Amplituden der Ungleichung 


if@i<e?™. 
Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei 
0<%.5% 5% S:° 
2 ES S 
Es mers g=q(r) fir r= 3. als die kleinste ganze Zahl definiert, 
welche den Ungleichungen 
oe SR eS ee 
geniigt, und das Produkt f(a), welches bekanntlich eine ganze Funk- 
tion definiert, werde in 


reo # IT 0-4 


n=Qt1 


zerlegt. Dann ist 





Bhi 
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Oo 4g 


F—-14+— 1 
Qr(2r) 4 a 5 
, nai SFG 
é m 





Ta 


fo] 
Pl oe 
d 
n=1 or 4 
<e re 3) 
also von einem gewissen 7 an 


: at 
Fh \<¢ 


C) 
SoSH 





(27) 


6 
+— 


role 


Ferner ist fiir |w) < 





1—| «| 
=e 


S 


2 |u|? 
‘ 


d 


In JT, ist stets 


I 
s'|3 


ee 
| Ea | 


= 


role 
~ 


daher ist 


+ BY 
@) eo 


Im Falle” l 
o+5<2 
ist daher s 
oo F+— 
* 4 
& 2 pull 
Wii ae 
+ ob @ 1 











=€ 
Dd 
t+— 1 
4 = 
ene 
n=1 9+ 
neh x <e n c 


1) Ubrigens wiirde es gentigen, diesen Fall zu betrachten, da die Behaup- 
tung des Satzes mit jedem 0 fiir jedes grifere gilt, 
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also von einem gewissen 7 an 
| t+ 
LB <¢ 


opt Ss 


Im Falle 


ergibt sich aus (1) as yr >1 weiter 
2S 4 
I\<e = 
0 © 
‘> 


é n=1 


ee 


ste bad 


ae 


? 
also auch yon einem gewissen vy an 
/ 949 
|<? - 
Fiir alle hinreichend grofen yr ist daher in jedem Falle 
Lf(@)| = | 11, || | 


948 
ate : ; 
was von einem gewissen 7 an 
ro +o 
<6 
ist. 
Satz: Hs sei g(x) eine ganze Funktion, 
g(0) +0 
und 
rt 
g(a) = O€ ), 
wo 
= 1<t<2 
ist. Dann ist entweder 
gh) Ag 
oder 
x en 
g(a) = Ae* J (1—-eE)e 
n=1 


v 


I (1 — Fr) 


yee 
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oder g(a) hat unendlich viele Wurzeln &,, fiir welche 








oO 


1 
2) DH 
n=1 ” 


bei jedem 06 >0 konvergiert, und es ist 


s@) eT (1-2, 
oe 


d. h. in der Produktzerlegung geniigen nicht nur im Produkt 
konvergenzerzeugende Faktoren ersten Grades (was aus der 
Konvergenz von (2) fiir 0 =2—# folgt), sondern vor dem 
Produkt steht alsdann auch nur eine lineare Funktion im 
Exponenten. 

Beweis: Ich zeige zunichst, daB im Falle unendlich vieler Wurzeln 
die Reihe (2) konvergiert. Die Wurzeln seien nach wachsenden ab- 
soluten Betragen geordnet. Fiir irgend ein festes » werde 


G(e) = (1- Z)---(1-£) 


gesetzt. Dann ist fiir «| =—3r, nach Voraussetzung 


rp)? 


lg@)i\<ae” , 


(rp) 
é 





g(x) a 
Ge |< a 
also 
ace” 


HO. 
n log 2 + log |g(0)| < loga + (3r,,)* 
<loga + 9r° 


n? 





also von einem gewissen an 
9 n 
29. = Q? 


n 


a 
Th > 18?’ 


a 
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@ 








folglich fiir d > 0 +40 
ede 





rate — ? 


Fe ke 


womit die Konvergenz von (2) fiir alle d > 0 bewiesen ist. 
Da hiernach speziell 


co 


1 


2 
nm=1 ”n 


konvergiert, ist also im Falle unendlich vieler Wurzeln 


@) a =20T [0-2 
(i 


wo k(x) eine ganze F unktion ist; im Falle endlich vieler Wurzeln ist 


jedenfaJls 


(4) g(a) =e] (1-2), 


im Falle keiner Wurzel 
(5) g(a) = &, 
wo k(x) jedesmal ganz ist. Es bleibt zu beweisen, daB in (3), (4) 


und (5) k(x) eine lineare Funktion ist. 
Es werde in jedem der drei Falle 


i g(#) = &F(@) 
gesetzt. 


Im Falle unendlich vieler Wurzeln ist also 


f(2) oe 
f(a)f(—a) -IT(( 1—Z)é(1 4 Z)e 5) 
-[](1-#) 


eine ganze Funktion von y = 2°, namlich 


und infolgedessen 


eo 


[T0- 2): 


n=1 
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dieselbe hat die Wurzeln y = &?, fiir welche die Summe der reziproken 
(5 + d)ten Potenzen bei jedem.d >0O absolut konvergiert. : ist 


kleiner als 1. Deshalb gibt es bei gegebenem 0 > 0 nach dem ersten 
Satz des § 74 unendlich viele Kreise um y = 0, d. h. unendlich viele 
Kreise um z= 0, unter denen beliebig gro8e vorkommen, so daB 


vie 
—|y|? ? 


foo) 


HG-® 


n=1 


| [-a)| > er 


ist. Ferner ist nach dem vorigen Satz fiir alle hinreichend groBen + 
If@ |<”, 


7 0 
(ia) eS 
folglich ist fiir passend gewihlte beliebig groBe 


re 








also auch 


. rete 
See 


Im Falle endlich vieler Wurzeln ist gewiB fiir alle hinreichend groBen r 


f@i=Ta-2)| 


eat 
el 
_aptto 
Sorts 
im Falle keiner Wurzel: fiir alle » > 0 
If) |=1 
= err 


In jedem Falle ist also fiir passend gewahlte beliebig groBe 7 
Ife) | > ete?" 


ae’ *® > | g(a) | 

= e409 f(a) 

> ek @) en are te 
Rh (x) << 3r?+? + log a. 


Auf diesen Kreisen ist 
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Nach dem Schlufsatz des § 73 ist also in 


k(x) = Ska" 
n=0 


fiir alle n>2 
k, = 0 


n ” 
Was zu beweisen war. 


§ 130. 
Anwendung auf ¢(s, y). 


Ich behaupte, daB die einem eigentlichen Charakter modulo k > 1 
entsprechende Funktion 


RE (sp 4), 


welche Mach § 128 ganz ist und fiir s=0 nicht verschwindet, die 
Voraussetzung des letzten Satzes erfiillt, sogar fiir alle ®@>1. Ich 
behaupte also, dai fiir jedes # > 1, |s| =7 gesetzt, 


(1) g(s,x) = Oe") 
ist. . 
Wegen e 
E &(s, 4) = e(4) §C1 — Sx) 
-brauche ich (1) nur fiir 6 >F zu konstatieren. Nun ist 
Sas 


E(s, x) oa (=) f res *) L(s, ve 





also fir 6 >4 
vn s+a 


Op des peen 


n=1 


a 


- Hierin ist fiir o > 4} 
s+a r+1 





log=| 
Gets 


ferner nach § 75, falls nur bei gegebenem 0 >0 die Zahl r hin- 
reichend grof ist, 


q (ie) le af oS 


—— ES ee 


| = 


Pz eree 
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Endlich ist “ftir 6>F 


| 


pas! = 80) be — we) 
<|s| SH 


= el) r. 
&(s, z) ate Oe ae 
E(s, x) ink ole”). 


Nach dem zweiten Satz des vorigen Paragraphen ist also 


(2) E(s, x) — Ae | [ (1—Z)e’, 
Q 


wo im Falle unendlich vieler @ 


Paar 
ie! +0 
fiir alle 6 > 0 konvergiert. : 
Hs ist leicht einzusehen, daB unendlich viele g vorhanden sind. 
Denn sonst wire nach (2) fitr ein konstantes ¢, 


5(s, 4) = O(€")5 


Dies besagt 


also fiir alle #>1 


wegen 
| ; 
eS |< TE si 
wire also fiir reelles, ins Unendliche wachsendes s 
a 
Seee sy ™ aaa ee 
r= 0@) Te 
= O(e%*) 
d. h. fae 
Is) = O(e*), 
wahrend doch z. B. fiir ganze s > 0 
I(s) =(s — 1)! 
th grees un 
oe geste 


ist. 
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Damit ist auch die Existenz unendlich vieler nicht trivialer Null- 
stellen von L(s, x) bewiesen. 

Ob nicht vielleicht schon 

1 

@) Zire 
konyergiert, d.h. im Produkt die konvergenzerzeugenden Faktoren 
ersten Grades unnétig sind, bleibe vorliufig dahingestellt. Es wird 
bald als Nebenresultat herausfallen, da® (3) divergiert. 

Aus (2) jolgs fiir das mipehorive L(s, 4) 


s+a 
aa 8 
Bt foal Bs St -S\ 0 
L(s, x) (7) ree Ae ee =e 
| eR, Vie are 
(4) ayy [pie ae) areas Litte ee 
/ care be 
Wenn man die kanonische Produktzerlegung der ganzen Hunktion 
L(s, ¥) haben will, so hat man fiir a=O zu setzen: 














ae | 
Boe ayers 7 aN 
FS) 7G) 
Cs oo ry 
28 S\ an 
= s [+e ’ 
n= 1. 
fir a= 1 ist 
ee AS Stages | 
stay _f/s+1 
fee) tee) 
C(s+1) a 4 s+1 
a et i s+i1l 2n 
7‘ eee: (1+ sd 
t=1 
C(s +1) 3S $ 2n+ tye 





I 
at 
2+ 
eso 
a 
= 
- 





| 
2 
bo 
HD 
hf 
Sy 
il 
ra 
3 
iH 
rar 
| 
3 
i 
Pe 
— 
++ 
bo} 
= | 
st 
vl 
ew 
iS) 
= 
a 
ar 
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daher ist jedenfalls 


(5) LE (s, 7) = Webs! [LC ye se n 


wo s, alle von 0 verschiedenen Wurzeln von wane y) in beliebiger 
Reihenfolge durchlautt. 

(5) ist die kanonische Produktdarstellung von L(s, y); aber (4) 
ist fiir das Folgende viel praktischer, da die trivialen Wurzeln < 0 
von den mysteriédsen Wurzeln im Streifen 


Or Oa, 
(deren Existenz bewiesen wurde, deren genauere Lage aber ins tiefste 
Dunkel gehiillt ist) getrennt sind. 


Fiir einen beliebigen Nicht-Hauptcharakter, auch, wenn er un- 
eigentlich ist, haben wir in § 125 konstatiert, daB 


Ls) =] [ (1-4) Lo 0) 


ist, wo Ly ein LZ im obigen Sinne ist, fiir das also (4) und (5) gelten. 
Jeder der endlich vielen Faktoren 


ieues®: 
Py 
ist offenbar 
=e O(e*"), 
hat also — wie man nattirlich bei der iibersichtlichen Lage der 
Wurzeln auch direkter beweisen kann — nach dem zweiten Satz des 


§ 129 im Falle ¢,+ 1 die Produktgestalt 


$s 


Aye TT (1 — ee, 


n=} 


im Falle ¢,=1 die Produktgestalt 


Bs [| (1— 2c 
A, ets (1 “—p 
n=1 
Daher ist hier) nach (4) und in Verallgemeinerung von (4) 


(6) Ls, 4) = vets) pbs -— ape 


a 





1) Ich schreibe wieder a, b, % und % an der betreffenden Stelle. 
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wo D die Anzahl der «,=1 bezeichnet und @ in beliebiger Reihen- 
folge alle diejenigen Nullstellen von L(s, y) durchliuft, welche von 0 
und allen Nullstellen yon —*—— verschieden sind; ferner ist nach 
r(=*) 

2 
(5) und diese Relation (5) enthaltend 


(7) L(s, 1) = Acres TT (1 8) 


) 
8p 


n=1 
wo s, in beliebiger Reihenfolge alle von Null verschiedenen Null- 
stellen von L(s, 7) durchlautt. 
(6) und (7) gelten also fiir jeden Nicht-Hauptcharakter modulo hk. 
Nun geniigt zufolge der Funktionalgleichung des § 128 fiir L,(s, X) 
unser alloemeines L(s, 7) folgender- Funktionalgleichung. Es miége 
der Nicht-Hauptcharakter 7 den eigentlichen Charakter X modulo Kk 
liefern, der eo ipso gleichfalls Nicht-Hauptcharakter ist”; jedenfalls ist 


26 CAS eet font BE 


Es bedeute a den Wert 0 oder 1, je nachdem y(—1)=1 oder 
=—1 ist. Wird dann 


c sta 


@ Med LO -B le) Fara ton 
2 








gesetzt, so ist 


&(s, 4) = «(EL — 8, 2), 


wo 

}e(x)|= 1 
ist. Das ist eben eine Funktionalgleichung zwischen L(s, zy) und 
Lil eed, 2): 


Um nun auch den Hauptcharakter in die Formeln einzubeziehen, 
so ist fiir ihn 
1 
L(s, 2) BULG = 5) $0): 
P 


’ Hierin ist das Produkt vorn auch von der Gestalt 
¢ 
éy\ 
Lite) 


pol 


1) Wenn x selbst schon eigentlich ist, ist eben K=k. 
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Uber £(s) hatten wir in § 70 bewiesen, daB die Funktion 


gee £(s) ie ig se 5(8) 
= &(s, 1) 


eine ganze Funktion ist, die bei der Vertauschung von s mit 1—s 
ungeiindert bleibt, also gewif die Relation 


&(s, x) = (2) 8 — § 2) 

le(g)|=1 
erfiillt. Also gilt fiir den Hauptcharakter das Analogon zu (8), wenn 
rechts noch der Faktor ae 
ist eben mit K=—1,a=—0 


mit 


1 hinzutritt. Fiir den Hauptcharakter 


s+a 
L(s, x) = fi be Se (=) : nets &O oe 
v=1 2 


es sind nach den Satzen des § 76 auch die Analoga zu (6) und (7) 
giiltig, wenn rechts der Faktor Go hinzutritt. 


Um nun zum Schluf fiir alle h Charaktere eine einzige Formel 
aufzustellen, definiere ich 
b =1 fiir den Hauptcharakter, 
6 = O fiir alle anderen Charaktere, 


schreibe wieder L,(s) oder noch kiirzer L(s) statt L(s, yz), auch &(s) 
statt §(s,7) und habe somit als Gesamtergebnis dieses Kapitels gefunden: 





Es ist 
3 c aa 
2 g w\ 2 uf 
9 eo ee ess: 
- i Cee [Tt a (z) r (*) 5(s), 
worin die Buchstaben folgende Bedeutung haben: 
a=0O oder 1, 
b = 0 oder 1, 
c>0 und ganz, 
Ee Picks 





die p, Primzahlen, 
die ¢, Hinheitswurzeln, 


§ 130. 4nwendung auf §(s, y).. 511 








E(s) eine ganze Funktion mit der Funktionalgleichung 
§(s) = e&(1 —s), 
wo &(s) die dem L(s) mit zu y konjugiertem Charakter ent- 
sprechende Funktion und «¢ eine Konstante vom absoluten 
Betrage 1 ist. 
Ks ist A 
: See ake Oa cs ee 1 s paren? ef 
oe oe f(a” eo, “TO a) ; 
2 Q 
wo D die Anzahl” der ¢,=1 ist und @ alle Nullstellen von 
L(s) durchlauft, welche ‘nicht <0 sind. 
Es ist Se : 
= Bs t—atd 1 8 \ oan 
L(s) = ~ igo Heys. [Tt z)e : 
Wo S, afle yon Null verschiedenen Nullstellen von L(s) durch- 
lauft. 
Der Nenner s fiir den Hauptcharakter tritt peck nur schein- 


bar auf, da er sich gegen die Nullstelle von res) forthebt. 
2 


Aus der Funktionalgleichung folet noch 


é’(s) = — eE (1 — 8), 
£@) FL) 
§(s) &(1 — s) 





Zweiunddreibigstes Kapitel. 


Beweis des Nichtverschwindens von Z,(s) in einem gewissen Teile 
des kritischen Streifens mit Anwendung auf das Primzahlproblem. 





§ 131. 
Abgrenzung des Gebietes. 


Aus der zuletzt mit (10) bezeichneten Formel folgt fiir jede ein- 
zelne der h Funktionen L,(s) (x = 1, -- +, h) 
ns “41 Wenn man an die Entstehung der ¢, denkt, so sieht man: 0 ist die 


Anzahl der Primfaktoren p von kh, fiir welche 


X(p)=4 
ist. 
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FAC ee te eee ~ rs) 1 By 
LG Les sa +03 r( Dee 0)? 











ees 


wo @ alle Nullstellen von L(s) im Streifen 0 << 6 < 1 exkl. der (even- 
tuell vorhandenen) Nullstelle s = 0 durchlauft. Also ist fir 1<o@ <2, 
¢>2 nach dem Satz des § 77 


hoe ate (- a) 














p Ls) 
p,m x 
log p R(z(p™) p_™*) 
= Pepe 
p,m 
1 1 
<- SRG +2) tte ts 
g 
woe p 
i) ~~ 2 (eae ant wep) t Howe t 
g 
Hieraus folgt zunichst wegen 


Leen B 

cA t+G—m + Bp? 
it rg Rd 

: JE 
(2) R(— La) <1logt + a. 
C4, % usw. selen gleich so gewahlt, daB dieselben Konstanten fiir alle 
h Funktionen L(s) gelten. 

Ferner sei 6 + y¢ eine bestimmte Wurzel mit » > 2. Dann ist 

fir 1<o6<2 nach (1) 


Lio +7) 1 
ec Te <—Gapt slogy +t 4, 


iy <Hngr + — Sree”), 








also 





Were p,m ee 
Nun sei 
Ay + a, COS +--++ a, cosnm > 0 
eine beliebige Cosinus-Ungleichung im Sinne der §§ 65 und 79, also 
identisch erfiillt und den Nebenbedingungen 


O<a <a, a, = 0, eens a, = 0 
gentigend. Ks werde fiir (N,k) = 1 


x) = esi 
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gesetzt, wo @(N) bis auf ein willkiirliches additives Vielfaches von 
2x bestimmt ist. Es mége nun fiir (N,k)=1 


Hua) = an . ay = oye, 


Xin) (NV) = (N) - = ae 
definiert werden und fiir (N,k) > 1 
HN) = z os = 0, 


Lin) NV) Seas "(N) =0 
gesetzt werden. Dann sind offenbar 
X(2) (NV), Dae ed AEN) (NV) 
auch Charaktere modulo k. Nunmehr ergibt sich, wenn die zugehGérigen 
Funktiowen” mit 
(2) (s), (n) (s) 


bezeichnet werden, fiir 1< 6 <2, wenn in 2” nur die nicht in & auf- 
gehenden Primzahlen aufgenommen werden, 


1 ‘log p cos (w(p") — my log p) 
Esler t+4a—> EP : pm? a 


p,m 





Hoge (7 ° +f 008 Bax eB mylog p) + a, c08(n0(p")—nmlogp)) 




















EG lo Sm eats 2 : pr? “tj 
. a PED a. Us “log p x2) (") ‘108 P Xin) (P”) 
= zlogy+e& += >) mot a ne, p™ Lage ater’ A See “ “#>) any 
s p,m p,m p,m 
1 Ay §" (6) Ms ee ae ts Sap (Fate + o1t) Z 
Sslogy+e— a Sc) % e Li2)(6 + 271) I Ly) (6 + 0 7?) 


Auf jede der Funktionen L,)(s), ++ -, Z,)(s) ist (2) anwendbar. Fiir alle 
Wurzeln des gegebenen L(s) mit y > oS 2 und fir 1<6¢< 2 ist also 


has G 1 a, +a +++: + a, 
egos a a, o—1 7 20, 





log y. 


Daraus folgt wortlich wie in § 79: Fiir jedes 


a ote ta, 
2 (Va, — Va, ay)” 





aS 


1) Unter diesen kénnen selbstverstindlich gleiche vorkommen. 
Landau, Verteilung der Primzahlen. 33 
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Led 
gibt es ein f,.so daB ftir # = 1, 0 gully bee Te Wl ee, Lee ee 


ss log ¢ 
L(s) +9 
é PS : 1 i} 
ist. Aus Symmetriegriinden ist auch fiir /<—t, o2[1—— ion 
L(s) + 0. 
Es hat also nach § 79 z. B. 
a = 20 
diese Higenschaft. 
§ 132. 


Anwendung auf das Primzahlproblem. 
Satz: Wenn b> 0 ist, ist fir x1, ---, h, (22, 621— 
| L(s)| < ¢, log t. 


Beweis: Fiir x = 1 folgt dies aus dem ersten Satz des § 80 wegen 
L(s) = ane — 5) &(3). 


Fiir x= 2,---, h ist von einem gewissen ¢ an (und zwar fiir 
t>e?) im obigen Gebiete 6 > 0, also 


L(s) -> 
=> > S(n) — ules 1) 


a 
log ¢ 














n=t4+1 
(0 SO 
S500 igo (n + aa ({é] + 1)° 
oS 66 Poe - 
n=1 n logt n= t+1)) “Tog? pees 


= 0 (log?) + 0(1) + 0(2) 


- = O(log?), 
wie behauptet. 
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Nunmehr folgt wértlich wie in § 80, daB, wenn ein positives a 
die Higenschaft am Ende des § 131 hat (was z. B. a = 20 leistet) und 


t) > 3 ist, fiir jedes b a im Gebiete ¢{ >t, 6 >1— ea 


logt 
| L'(s) | | 3 
Ze | <6, l0g*s 
ist; 4, werde > e?? gewahlt, damit dies Gebiet der Halbebene o >S — 


angehort. 
Es sei nun (k, 1) =1 und die Progression ky +1 gegeben. Aus 
der fiir 6 >1 giiltigen Relation (vgl. § 118) 


1 
k@- 2 
i Li,(s) log p 
/ x i>? tn) Lz(8) ee pe 











oes 


folgt, daB bei jedem b< = fir |¢/ >t, 6 >1—-s—; die Funktion 


TE 
K(s) reguliér und 
| K(s) | < &% log®|t/ 
ist; ferner hat A(s) nach § 118 fiir s=1 einen Pol erster Ordnung 


mit dem Residuum + und ist sonst fiir ¢ = 1 regular. 


h 
Wortlich wie in § 81 ergibt sich also hier, da fiir jedes a < vi 


O(“4) == 2 | One dares ; 


v0 “5 


I(x) == = Li(x) + O( we" “V***) 


ist. 
Es ist also z. B. 


eee 
I(x), = 2 Li(x) + 0(we-V*) 
und sogar 


I(x) = + Li(a) + O(a" V8"). 


See 


516 XXXII. Die genaue Primzahiformel fiir die arithmetische Progression. 








Dreiunddreibigstes Kapitel. 


Die genaue Primzahlformel fiir die arithmetische Progression. 


8 133. 


L'(s) 


Hilfssatz tiber Tis 





Ich will nun analog zum Kapitel 19 eine genaue Formel fiir die 
mit II(v) eng verwandte Funktion entwickeln: 
fel 
(1) ‘m? 
p=l 
ps2 


wo fiir «=p das letzte Glied nur $mal zu zahlen ist. Zur Ab- 

wechselung schlage ich dabei einen etwas anderen Weg ein. Ich 

mache nicht den Umweg iiber die zu F(xz,r) analogen Summen, muf 

aber dafiir bei der Anwendung des Cauchyschen Satzes vorsichtiger 

sein, da der Integrand in dem betreffenden Rechteck nicht eindeutig ist. 
Statt (1) braucht nur fiir jeden Charakter 


Se eS 
fe) = flan => 
betrachtet zu werden, da ja der Ausdruck (1) 


h 


1 1 
re > “0 f(; Le) 


x=1 
ist. 
Ks ist fiir 6 >1 





log L(s) = re 
eine eindeutige regulire Funktion und nach § 86 fiir x > 0 


247% 
2xif(c) = lim i] “' log L(s)ds. 
rea : 
Satz: Fiiro <—1,|t|>1 und fire =—z+a(¢ =8, 5, 7,---) 
ist 
|Z’ (s) | 
| ae < ¢ log|s!. 
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Beweis: Nach der Formel (9) des § 130 ist 

















Tae ie 6 6 8,1 es (ed 
PER Vee hy See &,logp, 1 2 §"(s) 
Li) 2x Spe sa= 1 ee. he 8 1 £()? 
wes ie) 
ai i Pears) 
‘= 2 bi b &, log p, 1 2 E’(1—s) 
ia) ea hima tet Bates a ameke + tim 
Via Sart 


also unter Benutzung der Funktionalgleichung 

eii—s og @) 

(1 — 8) E(s) 
wenn L(s) die dem Bonairiciven Ee entsprechende Funktion 
bezeichnet, r 












































, of 1 (= 4) 
Tangy — 7° + 7+; Say ber. See ea ae 
‘vata, PCH) 
a aa a oe 
as r(t=sr8 fad la 
Blogg} > ater 1D a ae ee ass Ags 
a 9 2 
Nun ist 
sta 
OD) 2 rhs) r=) an ett) 


ree) . 
ee re) r(-+3=*) ret beet! 
4 2 2 2 


== . r(;) ry su a cos — 


ue 


aes = =I AE I(s) cos { 


I(s) cos eas 


ala ees 
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—— = SESS SSS oe 


mee ee in Qa anttretude suede 














(tase r (stay . 
Peay sity ~ ME HE 97 + log2. 
2 


Hierin ist, wenn die Abschiitzung sich auf wachsendes | s| bezieht, fiir 
o >2 nach § 82 


- 
— "rg = O(log |s1); 


ferner ist ftir /< —1 








l4 (s— a) 2 | ene ee aed 
= et eS 
ert +1 
ee 
fiir ¢ > 1 also ebenfalls 
| (s a) 7 Cent 
tg =) 2 yt oly? 





und fiir ¢=4—a, 6—a,--., eee ea +++ nebst ¢< 0 ist 








t (s — a) je Fed 
cea ee 
=i, 


fir o=1+2—a(e=3,5,---), £0 also ebenfalls 


splay 
Ferner ist fiir 6 = 2 


>3 & ee 
p, 





= <2 at 


v= 


~ 





— ee Ss a 
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und 
_£ | log p 
| Le) =a 
p,m 
(2) liefert also fir 6 >2, |¢)>1 und fiir o=1+2—a, 420 
Tay — O(log|s!), 


folglich fir 6 <—1, |¢]/>1 und fir o—=—z2+0, t20 


dGe | \ 
Lon O(log| 1 — s') 
i. O (log |s|), 


was zu beweisen war. 


f r 


§ 134. 
Hilfssatze tiher (7). 


Hs sei jetzt N(7’) die Anzahl der Nulistellen @ von L(s), deren 
Ordinate zwischen 0 (exkl.) und J’ (inkl.) legt. Zwar legen jetzt 
die Nullstellen nicht symmetrisch zur reellen Achse; aber es geniict 
doch, die Nullstellen in der oberen Halbebene zu betrachten, da ja 
auf der reellen Achse zwischen 0 und | keine oder nur endlich viele 
legen und die Nullstellen in der unteren Halbebene konjugiert zu 


denen von L(s) in der oberen Halbebene sind. 
Satz 1: Es ist 
N(T + 1) — N(T) = O (log 7). 
Daraus folgt, daB auch im Ordinatenintervall — 7’ (exkl.) bis 
— (7 +1) (inkl.) nur O(log 7’) Nullstellen legen. 
Beweis: Nach der schon in § 131 fiir einen anderen Zweck be- 
nutzten Identitat 


; <8) 
7h 
YC aie a 6 1 en 


(1) L(s) as ool + 6 eee LED = as a 


ist 














Sets ste tee 
Q 
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—s 








Fiir s =2-+ 7% ist also 
1 Bowens 
SGiet)- oueen 
Daraus folgt worilich wie in § 84 der Satz 1 und auch die beiden 


folgenden Sitze: 
Satz 2: 


1 r 
2 Gy 7 0008 T), 


i—ylet 
Satz 3: Fir s=o+ Ti, -1l<io<2 ist 
1 1 
ane pests 
|?—y|Z1 
Aus Symmetriegriinden ist auch fiir s=6—7i, -l<o<2 
Dig +4) = oem 


S— @Q 
[aa 








§ 135, 
Die Zahlen 7, und Hilfssatz iiber log L(s). 


Nun mégen wie in § 85 Zahlen 7) (g = 2, 3, ---) eingefiihrt 
werden, wo g<T7,<g+1 ist; hier ist darauf zu aentents are iH 


und — 7’, von jeder Nullstellenordinate mindestens den Abstand — 


haben, was eben nach dem Satz 1 des § 134 erreichbar ist. 
Nachdem ich diese Zahlen fixiert gedacht habe, beweise ich den 
Satz: 1. Wenn man die fiir 6 >1 regulare Funktion - 
log L(s) = eee 


m p 
p,m 


lings der Ordinate 7, (g=2,3,---) oder der Ordinate — sh 
nach links fortsetzt, ist fiir 654,t=T7, baw. 6<2,t=— T 


| log L(s) | < ¢ (8 — 6) log?|s}. 
2. Wenn man fiir ungerades z>3 den gefundenen Wert yon 
log L(—2+a+ 7,1) 


langs der Vertikalen o =—(z—a) nach unten fortsetzt, ist 
fire 2 +o, Tt 


(epee 


log L(s)| <@(@+ i i) log? (2 + i 


a fie 


———E——E———E————— 


i a i 


ee = Oe ee 
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Beweis: 1. Fir -1<o<2,¢=2 7, ist nach der Formel (1) 
des § 134 


L’(s) d—b b iG) 


Le). eee ee) ee i ta — a)? 


Wo | \+ T,—y|=1in 2’, <1in &” ist. Rechts sind die drei ersten 
Glieder O(1), das vierte hOleetc |), das fiinfte nach dem Satz 3 des 
vorigen Paragraphen auch O(log 's|); das sechste hat nach Satz 1 des 
vorigen Paragraphen O(log 7’,) Glieder, die nach Definition der T,- 
Zahlen gleichmaBig O(log 7.) sind. Deke 1 See t= 
L 
6 | <6; log" 51: 
Fir 6<—1,¢=+1T, ist.nach dem Satz des § 133 














JES 
st 2] tog] 
=1G log") 5\. 
Fir 6 <2, t=+T, ist also 
EF 
a < ¢, log’ |s\-. 
Nun ist ‘ 
"L’ (wu) 
log L(s) | = log L(2 + Dt) aa du 3 
ep ee ; 


auf dem Wege yon s nach 2+ 7'7 ist der absolute Betrag des Inte- 


granden 
< ¢, log? (Max.(|s|, |2+ T,i\)) 


< ¢log*|s|, 
also 
| log L(s)| << + (2 — @) 6 log? | s| 
< ¢, (3 — 6) log? |s). 
2. Fire =—z+a, 7, >t>—T, ist daher, wenn der Satz des 
§ 133 nochmals angewendet wird, 


: I 
og L(s)|— log L(—e +a +2, +f 2) a 
—4+a+Tot 
<e,(3+2—a)log?|—2+a+ 7,i|/+27,¢,log|—e+a+Z,i| 
<¢,(¢+ T,) log? (2+ T,), 


wo, wie erforderlich, c, von z und g unabhingig ist. 
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§ 136. 
Anwendung des Cauchyschen Integralsatzes. 
Es sei nun «> 1, g eine ganze Zahl > 2, z eine ungerade Zahl 
>3. Der Cauchysche Satz werde auf den Integranden “log L(s) 


und bei positivem Umlauf auf das Rechteck mit den Ecken 2+ 7,1, 
—z+a-+ 7T,i angewendet, welches lings jeder Horizontalen t = y (y 2 0) 
jm Ordinatenintervall (— T',--- T,), welche mindestens eine Nullstelle 
yon L(s) enthalt, von — re a+yz bis zu der am weitesten rechts 
gelegenen Nullstelle auhdesehnivien ist, lings der reellen Achse von 
—z+a im Falle des Henpicnsrecien: bis 1, im Falle eines Nicht- 
Hauptcharakters bis 0 oder bis zu der gréBten positiven Nullstelle, 
falls es welche gibt. Dann ist der Integrand im Innern dieses ein- 
fach zusammenhingenden Bereiches regular. Auf dem Rande hat er 
den Pol (fir 1—a+bd—b=0O) baw. (fir 1—a+bd—b>0O) die 
algebraisch-logarithmische Unendlichkeitsstelle s = 0 und als logarith- 
mische Unendlichkeitsstellen: 

1. Fiir den Hauptcharakter s = 1 (sonst nicht), 

2. die etwa vorhandenen reellen Nullstellen von L(s) zwischen 0 
(exkl.) und 1 (exkl.), 


Big seas) apg toe lg ea —2/F]+a=—z+1+a, 
4, die 9, fiir welche — 7, <y<0 oder O<y < T, ist. 


Bei der Anwendung des Cauchy schen Satzes darf, wenn beide 
Ufer jedes Schnittes durchlaufen werden, in jede logarthareet Ver- 
zweigungsstelle (also in die Punkte abies vier Kategorien) hinein 
integriert werden; nur beim Punkt 0 ist nach oben und unten ein 
Umweg zu machen; d. h. er werde nach oben und unten durch je 
einen Halbkreis (um ihn) mit dem Radius 0 vermieden, wo 0 so klein 


gewihlt sei, da® jede andere singulire Stelle auBerhalb bleibt. 
Der Cauchysche Satz gibt fiir den Gesamtumlauf 


frog 118) ds = 0. 


Es mégen auf dem Schnitt mit positiver oder negativer Ordi- 
nate y gleich allgemein, von links nach rechts hetrachtet, die ver- 
schiedenen Nulletellon 01, °°, @, mit den Ordnungen Ro Dining 
liegen. Da 


v 


log L(s) —4,log(s—0,) (m= 1,4) 
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in @, regular ist, so lautet, wenn 9, den Endpunkt — z+ a+ yi des 


Schnittes bezeichnet, der auf beide Ufer der Teilstrecke von @,_, bis 
@,, beztigliche Beitrag zum Integral 


on 
2a (dy + angst ret a) | Sas; 


On—1 


das Integral iiber beide Ufer des ganzen Schnittes ist also 


@ ey 
2xi(a, f Ease. 52, f #as)= = f %a 
—z+atyt —atatyt —z+at+yt 


iiber alle o mit der Ordinate y erstreckt, wobei aioe @ entspre- 
chend oft zu zahlen sind. , 
Beim Schnitt lings der reéllen Achse bewirkt jede negative Null- 


stelle 4#2q +a (q ae ds, =) auch den entsprechenden Beitrag 


—29+a 
2 x 
201 —ds; 
8 
—z+a 


fiir jede rechts von 0 gelegene Nullstelle r (wo mehrfache r mehrfach 
zu zahlen sind) liefert die Be —e-+a bis r (exkl. —d bis 0) 
ebenso den Beitrag 


(1) oni( [fart * as) 
—zta 
fiir 1 tritt, da 
log L(s) + b log (s — 1) 


dort regular ist, der Beitrag 


(2) _onin( int f eas) ds 


2 O 


auf. AuBerdem ist fiir den Punkt 0, welcher Nullstelle (1 —a-+ }—b)ter 
Ordnung von L(s) ist”, der Beitrag 


-d 
(3) 2xi(1—a+b—6) fds 
ete 


1) Natiirlich kann 1 —a+5—6=0 sein, nimlich fiir a= 0, b=1, 
) = 0 und fiir qa —1, b = 0, ) — 0. 
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zum ube Schnitt in Gnechiiarie zu bringen. Endlich ist fiir 
die beiden Halbkreise um O hinzuzufiigen: 
-d 


(4) ie log L(s) ds Ble log L(s)ds, 


wo im ersten Integral der obere, im zweiten der untere Halbkreis 
gemeint ist (wahrend die obigen Integrale 


a 
ss 
§ 


alle geradlinig zu verstehen sind). 

Der horizontale Schnitt (inkl. der beiden Halbkreise) liefert also, 
da das Resultat von 0 unabhingig ist und da fiir zu 0 abnehmendes 
0 der Ausdruck (1) und der Ausdruck (2), also auch die Summe der 
Ausdrticke (3), (4) einen Limes hat, den Beitrag 


z . 
2 —29+a 


ee f as 
oA +a - 
-0 1 
(5) +207 lim ( "as ai = oS a + “ds 
2 a ose a 


dens if icant log L(s)ds+2ai(1—a+d— of as) 


—z+a 


"ds 


Was den letzten ae in (5) betrifft, so laBt er sich zunachst im 
'=0 


Falle 1—a+0—b6=0 folgendermafen berechnen. Er lautet dann 


lima ( (fFracrioas+ fz “log L(s)ds) 


L(0) ist nicht 0, jeder Zweig log L(s) also in der Nahe von s=0 
regulir; log L(0) bezeichne den Wert, welchen die Funktion bei Fort- 
setzung lings der reellen Achse aus der Halbebene 6 > 1 heraus und 
bei Vermeidung der etwa vorhandenen singuliiren Punkte 1 und r 
durch Umwege nach oben annimmt. Dann ist in der Nahe von s = 0 
beim ersten Integral 


log L(s) = log L(0) + ays + ms? +--+, 


— << — —-_—- ee ws 
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beim zweiten, wenn e die Anzahl der positiven Nullstellen von L(s) 
bezeichnet, 


log L(s) = log L(0) — 2(e — b)wi + 0,5 + 0,8? +-- ny 
also beim ersten Integral 
log L 
~ log L(s) eS +B, + 8s +. *, 
beim zweiten 


a eae log L (0) — 2(¢ — b)xé 
§ 


s 





eg eas es 


daher hat das erste Integral den Grenzwert 


0 é 
lim [ flog Lis)as == lim log £(0) f “* 
e=0 2 8 f . rf r 0=0 aA s 


/ = — log L(0)zi, 
das zweite den Grenzwert 
Sag —0 


lim [* log L(s)ds = lim (log LO) — 2(e — b) zi) es 
<J=0 § d=0 e $s 


= — (log L(0) — 2(e — b)xi) x7. 
Der letzte Limes in (5) ist also im Falle L(0) + 0 
2x1(— log L(O) + (e — b)x2). 


Im Falle 
LO} == 0; 
d. h. 
1—a-+p—b>0 
ist in der Umgebung von s = O oben 


log Lis) =(1—a+d—DB)logstAtas tons? +--., ° 


- wo logs den Wert oben bezeichnet und 


LI (s) 
gi at bb 


4 = lim log 
s=0 
= lim (log L(s) — (1 —a + d — b) logs) 
s=0 
bei Fortsetzung lings der reellen Achse nach 0 hin mit Ausbuch- 


tungen nach oben um die vorangehenden etwaigen singuliren Punkte 
ist. In der Umgebung von s = 0 ist unten 


log L(s) = (1 —a+d—b)logs + (A— 2 —b)zi)+0,s+ 0,87? +---, 
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wo hogs aa Wert a9, bezeichnet. Daher ist oben 


“log L(s) = (1—a + d—6)logs+ 5 +A this+--> 


unten 
seme 
“tog L(s) =—(1—a + 9— B= lip yee + Ytyjst:: 
Also ist der letzte Limes in (5) 
-—0d 
2ni(—A+(e—b)xi) + (1—a+d— vhs UF ‘logsds-+2zif * ds). 
eae 
Hierin ist 
=a 
lim ( ae logsds + swift ‘ds) = = poe + ani; ‘ds) 
ig = 
= tim ( 106 ST 9! Sepiidg + axi {“as) 
d0=0 e de?® Ree 


be (fogs + v9an + 20i fas) 


—2z+a 


= Qari lim (— log 0 + fas) 
d=0 \ 8 


— 2-0 


Der Gesamtbeitrag des horizontalen Schnittes mit Halbkreisen 
ist also in jedem Fall, wenn r die reellen Wurzeln >0O von L(s) 
durchlauft, unter denen e positiv seien, 


= —29+a =) 8 
3 Ss CI 
2ai >) [east 2aci >" lim (“as +f Fas) 
q=1 —2+a a ae ‘ 


a0 1 
Sean a a aoe - 
=e AES VU: ds “5 as) + 2xi(— log LO) +  — b)zt), 


wo im Falle 


L(0) =0 
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unter dem sinnlosen, dem Gliede oder den Gliedern r =O ent- 
sprechenden ieuiplex. 


-0 t : 
iim ( 4p fas+ [ias) — log L(0) 
r=0 d=0 Seta } e 


zu verstehen ist: 
iim (> fe ds — log L(8)). 
0 


aie tee 
In der Tat tritt im Falle 
E(0) = 0 


an Stelle jenes Komplexes der Ausdruck auf: 


=) 
ht (1—a + » ~“b) lim (— log 6 + as) 


fi —z+a 


AB res ae bh) logd)+(1—a+d— 6)lim(— oat ff ; ds) 


—2+a 


= lim (qa —a+d— 0) fea — log L(0)) 


—2+a 


a lim ( Se ds — log L(8) ). 


ee modgen von jetzt ab unter @ nur die nicht reellen Wurzeln 
yerstanden werden, also die r ausgesondert bleiben. Dann hat die 
Anwendung des Cauchyschen Satzes ergeben: Falls I, II, Ill, IV, 
von 2— 7’ 7 an nach oben gerechnet, die vier Pealinereciien he. 
deuten, dabei III ohne die inzwischen zu durchlaufenden Schnitte, 
so ist 


z 


f g —2gta 
ale Pf e5 fe ds+2 ni {= ds 
| —TG<Y<Ty —atatyi g=1_z+q 


(6) 
iets UE as + fas) ds —2aiblim ( (iE asf ‘ds) 


+ ae log Lo + (e — b)x2), 


wo im Falle 


(0) = 
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der Punkt 0 nach den fritheren Festsetzungen (1 — a + } — b)mal als r 
gerechnet wird (e aber doch nur die Anzahl der r > 0 _ bezeichnet) 
und unter dem alsdann sinnlosen Komplex 


= 0 . 
(1—a+d—b)hm ( [eas + | “as) — log L(0) 
Pay nas *) 
der Grenzwert 


er 
lim (a —a+d— b) [as — log L(8)) 
Pare =256 
fiir positives abnehmendes 0 verstanden wird, wo log L(6) den Wert 
am oberen Ufer bezeichnet. 


$ 137. 
Grenziibergang # = oo. 


Ich gehe nun in der Formel (6) des vorigen Paragraphen zur 
Grenze z= oo tiber, wo z ungerade Werte durchliuft. I ist von 2 
unabhingig. Auf III bezeichnet log L(s) den Wert beim zweiten 
Teile des Satzes aus § 135 mit einem Fehler, der absolut genommen 
héchstens das 2afache der Wurzelzahl im Rechteck, d. h. 


<2a(N(2,) + NL) +5+e+1—a+d—6), 


ist, wo N(Z',) die Anzahl der Nullstellen von L(s) mit positiver Or- 
dinate < T,, bezeichnet. Daher ist auf III 


G 


log L(s) 


240 = 
Se (,@+T7,)log@+T,)+ 2a N(T)+2aN (T)+ne+2a+1—at+d 


<6,)¢-***((¢ + T,) log? (e+ T,) + N(T,) + N (T,)). 
Der Integrand hat also gleichmaBig fiir z= oo den Limes Q; da die 
Weglinge von z unabhingig ist, hat das Integral den Limes 0. 

Ich behaupte ferner, daf die Integrale iiber Il und IV fiir z= oo 
je einen Limes besitzen und einfach iiber die unendlichen Geraden 
t=+ 7, von 6 = 2 bis 6 =— oo erstreckt werden kénnen. In der 
Tat ist nach dem ersten Teil des Satzes aus § 135 fiir t= + T,, o< 2 


(1) 





Flog L(s) <j a (8 — 6) log? |s| 
< ¢4,%7 (3 — 6). 
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Ferner konvergiert in der Formel (6) des vorigen Paragraphen 
rechts jedes der endlich vielen Glieder 


[fas 
s§ 
—z+tatyt 
egen 
Bes - 
ie ds = Li(a*) — xi, 
—ofyi 


je nachdem y > 0 oder y <0 ist, desgleichen jedes der endlich vielen 





Glieder 
lim( s+ Fass. f £48) ds) 
(Cf 
Beart # 
ae 
Ferner konvergiert 
Lim ( as s+ fee) ds 
b= ( 
i, 
gegen 
— Li(a). 
Endlich ist, da alle Elemente negativ sind, 
= —2q+a oo TAI e 
<o x? 
ims feu-> fea 
g=1 —z+a qgq=1 — 
ance 
--3 fora 
g=1 1 


a ne {ee 
F u(o?” — 1) 
ey ee 
y log y y*?— 1) 
x 


[o2) 


i ie dy 
: J y?~* log y (y?—1) 
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Der Gfaarivereans z= oo hat also nee 


pepe s fe Tere 


—T<y<f, 


(2) +2 Li(a*) —log L(0) + (e — b) xi 





2- f, a 2+T, t —ot+Tyt 
= = fe log L(s)ds {2 log LOas+f 5 ben 
—«— T, é 2— T, a 247, t 
Hierin bedeutet im Falle L(0) =0 : 


der sinnlose Komplex 
d—a+bd— tape — log L(0) 


den Grenzwert 
lim((1—a +) = ofZ ds — log L(8)) 
derselbe kann auch in die Form 
lim (1 — a + d — b) Li(w’) — log L@)) 
d0=0 


gesetzt werden; in der Tat ist?) 


= 
tim( fas _ Li(a®)) = 
d=o\ed § 


§ 138. 
Grenziibergang g = co und Endformel. 


Jetzt gehe ich zur Grenze g = oo tiber. Das zweite Integral auf 
der rechten Seite von § 137, (2) konvergiert nach § 133 gegen 2aif (eee 


Li(e!) = lim GE ds fea) ds 


-—0 


(fete sie) = — tim Si ara [2a as) 


— co 


dies hat fiir d = 0 den Limes 0, da fiir 2 S10 ie (0) 


1) Denn es ist 


also 


=P 


fehea 


ist. =i8 
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= 


Das erste und dritte Integral rechts konvergieren gegen Null, da nach 
§ 137, (1) auf dem Wege 


= “log L(s)| <= conan 


lo Ms 
Cio 





“2 79(3 —6), 


also der Wert jedes der beiden Toerele absolut genommen 


log? ae : 
<< Cig rT ‘fr 8 — oes 
g _— 


ist, was fiir g = oo den Limes 0 Be 





Daher erhalte ich y ; 
/ f(@) = bLi(z) — lim SLi wo Fi) 
eee Pa 
. dy LeNze ee es 
2 |aata—s Dei) + log £00) + 6— Oxi 


da hiermit die Existenz yon 

lim Po (Li(ae) - 212) 

J ce —T, <<, 
bewiesen ist, folet nunmehr leicht die Konvergenz der nach absolut 
wachsenden y geordneten Reihe 


> (Li (a) F xi); 
g 
denn es ist 
lim | Li(a*) + xi|=0 


g=e0 gS|y|S9+1 
wegen 


| Li(ee) F xi| = {eas 


—o+ yt 
1 
o) 

< |e as 
oie, 


~ glog x 
und Satz 1 des § 134. 
34* 


s 
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Damit ist die Endformel bewiesen: 





= , ‘ xi a , : : ag 
f(x) = bLi(z) ees: ut tee 1) 


— > Li(a) + log L(0) + (6 — e) zi, 


wo, um es nochmals zu sagen, im Falle 


L(0) =0 
—(1—a+d— 5b) Li(x) + log L(O) 


unter 
der Grenzwert 


lim (— (1 —a + d — b) Liv) + log L()) 
d=0 


za verstehen ist und a, b, d, e folaende Bedeutungen haben: 

a=0 fir y(—1) =—1, 

a=1 fir y(—1)=—1; 

b =1 fir den Hauptcharakter, 

bh = 0 fiir jeden anderen Charakter; 

) = der Anzahl derjenigen in & aufgehenden Primzahlen, fiir welche 

X(p) = 1 ist; 

e = der Anzahl der positiven Wurzeln von L(s), 
und wo log L(0) baw. log (6) den Wert bei Fortsetzung lings der 
reellen Achse mit Ausbuchtungen nach oben um die singuliren Punkte 
bezeichnet. 


Vierunddreibigstes Kapitel. 


Genauere Abschiitzung von N(7). 





§ 139. 
Reduktion auf N,(7). 


Ich will jetzt N(Z7’) analog zum Kapitel 20 méglichst genau ab- 
schiitzen. Ftir den Hauptcharakter ist offenbar N(Z’) das alte Ni (2) 
plus der Anzahl der Wurzeln der endlich vielen Faktoren 

ees 
2p 
mit positiver Ordinate < 7; da jeder solche Faktor 


l 
2? T + O(1) 


. 
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Nullstellen im Ordinatenintervall 





Oak 
hat, ist . 
' 1 + log (2) —_>' log p, 
N(L) = == T log T — = T + O (log 7’). 


Dasselbe Resultat 
N(L) = = Tlog T+ AT + O(log T) 


mit konstantem A werde ich fiir jedes andere L(s) erhalten. Da die 
Anzahl der Nullstellen von 


im Ordinatenintervall 


offenbar 





ist, habe ich also nur zu beweisen, dab die Anzahl N,(7Z7') der Null- 
stellen @ von &(s) mit positiver Ordinate < 7 die Gestalt hat: 


N,(L) = zz Plog T+ A,T + O(log 7), 


wo A, eine Konstante ist, die ich tiberdies bestimmen werde. 
Darin liegt speziell enthalten, daB 


aie 


tiber alle Wurzeln von &(s) erstreckt, divergiert, wie in § 130 ange- 
kiindigt wurde und sich im iibrigen’ auch direkt beweisen lieBe”. 





1) Im Falle der Konvergenz jener Reihe ware namlich, |s| — 7 gesetzt, 
| 8 r 
i *) <| [( ix) 
| I] ( ed * Tel 
g Q 

1 

Tel 

ea 


also nach § 130, (2) 
§(s, 4) =0 (¢% ey3 


woraus wie dort ein Widerspruch folgt. 
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§ 140. 
Beweis des Satzes iiber N,(7). 


_ Es darf ohne Beschrinkung der Allgemeinheit angenommen 
werden, daB 7 keine Nullstellenordinate ist. 0 >O sei kleiner als 
alle positiven Nullstellenordinaten gewahlt. Dann ist 


') 
2aN(L)=8 £6) ds, 
wo das Integral in positivem Sinne iiber das Rechteck mit den Eceken 
2+ 01,2+71, —1+4+ 71, —1+ 0% erstreckt ist. 
Das untere Stiick (— 1+ 0¢---2-+ 07) ist von 7 unabhiangig. 
Auf dem rechten Stiick (2+ 67---2-+ 7%) ist wegen der aus 
§ 130, (9) flieBenden Identitaét (6 ist hier 0) 


(hee oy 108Py 4 Bet. g"(8) 
) L@® 2 8X pS BE Cir 2 rite =, 1 £6) 
8) 








v=1 m= 


nach dem Satz 3 des § 90 iiber I'(s) und, weil ©") links und das 


L(s) 
zweite Glied rechts absolut konvergente Divicnieneens Reihen sind, 





247% fe 


§(s) e [&& 
JE) peg ter ii 56) ds 








= ==; T log ENE Yrs + + O(log 7). 





OK 
Auf dem linken Stiick (— 1+ 7i--.—1-+ 0%) ist wegen 
g()  Fa—s 
&(8) &(1 — 8) 
—1+d% 


& §'(s) a2 \ Fe) 
ON BO) oh eet 





ery ie 8) 
O(1) —3 ae, ds 


-14Ti 


ew = 
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also nach der obigen Rechnung, die natiirlich in der unteren Halb- 
ebene ebenso verliuft, 


1 1 ih EE: fy 
gf log te lee — 5 O(log 7): 
Auf dem horizontalen Stiick oben (2+ 7i---—1+ T%) ist, wenn 


o alle Wurzeln yon hs durchliuft, nach § 130, (2) 


: ae ncaa es) 
a> ver aiee= Ea 


|\7=y]21 ey SPO 


Nach (1) ist fir s=24 7% 


§"(s) 
ea O (og), 


i 
oul Fer _ Al a oie 
also, obgleich hier 9 im Gegensatz zu § 134 nur die Wurzeln von & (s), 


P, 


v=1 
(exkl. eventuell s=0) durchlauft, hier (wie beim Satz 3 dort) auf 
dem horizontalen Wege 


(= + 2) = O(log 7); 











s—='@ 
je =v let 
ferner hat ; : 
ee 
[Lyles 


nur O(log 7’) Glieder, so dai 


-14+7i © er 














— 3 
He a We +) a= > (84; area aay 
947% |T-71I< Fa es! a 
= O(log T) 

ist. Das obere Stiick liefert also den Beitrag 

O (log 7’) 
und damit die Endformel 
1 + log = 
N,(L) = Plog T — me 


Achter Teil. 


Anwendungen der Theorie der Primzahlen in einer 
arithmetischen Progression. 


Fiinfunddreibigstes Kapitel. 


Uber die Zerlegung der Zahlen in Quadrate. 


etter 


Hilfssitze aus der Theorie der definiten binaren quadratischen 
Formen. 


In diesem Kapitel und in den zwei nichsten, welche ja nur Bei- 
spiele fiir die Anwendbarkeit der Primzahltheorie sein sollen und 
spiter nicht weiter benutzt werden, mache ich ausnahmsweise Ge- 
brauch von der — in jedem Lehrbuche der niederen Zahlentheorie 
behandelten — Theorie der quadratischen Reste. Aus einem in den 
elementaren Lehrbiichern nicht behandelten Kapitel, dem von der Re- 
duktion der definiten ternéren quadratischen Formen, entwickle ich in 
extenso alles, was ich hier brauche; da ich zur Hinfiihrung doch aus 
der Theorie der definiten biniren quadratischen Formen das Erforder- 
liche analog beweise, braucht dem Leser iiber binare quadratische 
Formen (wenngleich sie in den Elementen behandelt zu werden pflegen) 
nichts bekannt zu sein. 

Definition: Wenn a,b,c ganze Zahlen, # und y ganzzahlige 
Variable sind, heiBt 

axv?+ 2bary + cy? 


eine binire quadratische Form und wird mit 


b 
bezeichnet”. Aan be) 

Fiihrt man statt ~ und y neue Variable durch die Gleichungen 
mit ganzzahligen Koeffizienten 


x=a& + By, 
Aiea oe, y=yvei +0n 


1) Es liegt wohl keine Gefahr der Verwechselung mit der Bezeichnung 
(u,v) des gréBten gemeinsamen Teilers zweier Zahlen yor. 
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ein, so wird 


aa? + Qbay+ey?=a(ak+fn)?+20(aE+By) (yE+On)te(yE+on) 


= (a0? +2 bay + ey?) &?+2 (aa p-+b(wd+By)+eyd)En+(aB?-+2b Bd-+ cd") 7’; 


d. h. durch die Substitution 
a“ B 
f 5) 
geht die Form (a, }, c) in (a, b, ¢’) tiber, wo zur Abktirzung 
a =ac?+ 2bay + cy, 
b' = aap + b(ad + By) + cd, 
¢ = ap? + 2680 + cd? 


gesetzt ist. In der Sprache des Matrizenkalkiils schreibt man dafiir 
ktirzer und eleganter 


aes eee Gal. 
kurz Ail Bo 
Gr) - 9G 2) ® 


wo S’ die aus S transponierte Substitution bezeichnet; in der Tat 

















tee a’ =a(aae+ by) + y(ba + cy), 
b’ = a(apB + bd) + p(bB + cd) 
= Baa + by) + dba + ey), 
c’ = B(aB + 60) + 0(bB 4+ cd). 
Wenn 
ab 
ae Deg 
die Diskriminante» der Form (a, b, ¢) genannt wird, ist also fiir die 
Form (a’, b’, ¢’) - jad| lo BP 
aes E e| ly dl 
Insbesondere: Wenn die Substitutionsdeterminante 
la BI 
pay 








1) Es. ist fiir die folgende Anwendung auf ternire Formen zweckmifig, 
hier ac — b?2 statt des in der niederen Zahlentheorie tiblichen bc — a? als Dis- 
kriminante zu bezeichnen. 
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ist, ist Cate. 
Definition: Zwei Formen (a, 8, ¢), (a, b’, c’) heiBen aqui- 
valent, wenn es eine Substitution 


gals "| 
yo 
mit der Determinante 1 gibt, durch welche die erste in die 
zweite tibergeht. 
Diese Definition ist offenbar symmetrisch; denn aus (1) folgt 
im Falle 


S 


= 1 
da alsdann 


ist, die Gleichung 


(oa) (pa) a) 


ieee 


a 


wo auch 


ist. Nach dem Vorangehenden haben adquivalente Formen jedenfalls 
dieselbe Diskriminante. 

Die Definition der Aquivalenz erfiillt ferner die Bedingung, dab 
jede Form sich selbst aiquivalent ist; denn (a, b, ¢) geht durch die 


Substitution (6 i in sich tiber: 


01 
( "i & b (4 = ‘): 
OQ D6 cy NOT be 
Hs besteht ferner der 
Satz: Wenn zwei Formen einer dritten Aquivalent sind, 
sind sie untereinander iquivalent. 
Beweis: Hs seien (a, b, c), (a, b’ » C'), (a”, 6”, e”) die Formen. 
Die Substitution S fiihre (a, b, c) in (a’, b’, c’) tiber; die Substitution 


T fithre (a’, b’, c’) in (a”, 6”, ce”) itiber. s und T sollen die De- 
terminante 1 haben. Dann ergibt sich 
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ab’ ab 
(; ie oy na 
rane Lb” 
Geer ae H) r 
ae & ) on 
, (ab 
Bee) L ’) oe 
wo ST eime ganzzahlige Substitution mit der Determinante 1 ist. 
Alle Formen der Diskriminante D zerfallen also in Klassen Aqui- 


valenter Formen. 
Zwei aquivalente Formen stellen gewif dieselben Zahlen dar. 








Uns interessiert hier nur ¢er Fall Le 
D=0 . 

Witte 
ac—b? >0. 

Alsdann ist stets 
i ==) <6 =50, 

ferner 
a(ax® + 2bay + cy’) = (ax + by)? + Dy’ 

= 0; 


die quadratische Form stellt also aufer 0 entweder nur positive oder 
nur negative Zahlen dar, je nach dem Vorzeichen yon a; sie stellt 0 
nur fiir z=0, y=O dar. Es geniigt, den ersteren Fall zu betrachten, 
da mit (a, b, c) die Form (—a, —b, —c) dieselbe Diskriminante hat. 
Umgekehrt ist ausschlieBlich im Falle 
DS Orod  .G 
die Form so beschaffen, daB sie nur Zahlen >O darstellt und die 
Zahl O nur fiir das eine Wertsystem 
£ =O, y= 0; 
dies folgt unmittelbar aus 
a(ax? + 2bay + cy”) = (ax + by)? +- Dy’. 
Im Falle 
Ta OOS) 
sprechen wir von definit-positiven (binaéren ganzzahligen quadratischen), 
kurz definiten Formen positiver Diskriminante”. 
1) Definit-positiv, d.h. bestiindig >0 wiire jede Form, die den Bedingungen 
D>=0, a>0 oder D=0, a=0, c20 geniigt. 
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Satz: Jede definite Form (a, b, c) positiver Diskriminante 
ist Aquivalent zu mindestens einer Form (a’, b’, c’), wo 
2: b Ea Sires 
ist. 
Beweis: Es sei a” die kleinste positive durch die gegebene Form 
darstellbare Zahl. Dann gibt es zwei ganze Zahlen a, y, so daf 


a” =act4+ 2Qbhay+cy 
ist. Hierin sind «@ und y teilerfremd; denn, wenn sie einen gemein- 
samen Teiler d > 1 hatten, so ware 
a * a 2 a y Fa 2 
a (gq) +204 4 +¢(4) 


durch die gegebene Form darstellbar, also a” nicht die kleinste solche 
Zahl. 
Es sind daher 6 und 0 so bestimmbar, daf 


ad —Bpy=1 


(04 
ist. Durch die Substitution (° , geht also (a, b, c) in (a”, b”, ce” 


iiber, wo a” die kleinste positive darstellbare Zahl ist. Nun werde 
auf (a, b”, ce”) eine Substitution t 1 angewendet, die jedenfalls 


die Determinante 1 hat und in der iiber 6” noch verfiigt werden 
wird. Sie liefert (a’, b’, c’), wo 

a’ — a 

b’ =a" B" +b” 
ist. Der erste Koeffizient a’ bleibt also die kleinste darstellbare Zahl. 
Ich kann iiber 6” so verfiigen, dab 


ee ar 
Of) Sone 
= a” 
2B 
ist. Da c” durch (a’, b’, c’) darstellbar ist, ist 
hee 
daher ist 
2| 0 | Sa ies 


also sind die verlangten Ungleichungen erfiillt. 
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Definition: Hine definite Form (a, b, c) positiver Dis- 
kriminante heiBt reduziert, wenn 


- 2|b| Sa<e 

ist. an ' 

Wir haben also bewiesen, daB jede Form mindestens einer redu- 
zierten Aquivalent ist, d. h., daB jede Klasse mindestens eine reduzierte 
Form enthilt. 

Satz: In jeder reduzierten Form ist 


2 
<a . 
tS; VD 
Beweis: Aus 
ac—b? = D 


folgt nach den Reduktionsrelationen 
ee 
a” < ae 
4 — p? ep 
<F+D, 
ie SD, 
2 
a = ya VD. 
D=1 


ist also bei jeder reduzierten Form 


Speziell fiir 


a 


Sos St 
I IA 


= 
IA 
JR role dea 


SoS 

I 
|= © no 
ee x 
otk 


1 
"| 


eiik: 
d. h. es gibt nur eine reduzierte Form der Diskriminante 1, nimlich 
(1, 0, 1). Jede durch eine Form der Diskriminante 1 darstellbare 


positive Zahl ist daher durch die Form x? + y’ darstellbar, d. h. in 
zwei Quadrate zerlegbar. 
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Das geniigt fiir uns; um aber nicht an der interessantesten Stelle 
dieser Theorie abzubrechen, méchte ich doch dem in der Theorie der 
quadratischen Formen nicht bewanderten Leser mitteilen, daB der 
letzte Satz wegen 


2|b|<a 

2 
< — 
<5V0, 
_ b+D 


a 





C 


unmittelbar liefert: Zu jedem D> O gibt es nur endlich viele redu- 
zierte Formen; folglich ist die Klassenzahl der zu einer gegebenen 
positiven Diskriminante gehdrigen definiten binéren quadratischen © 
Formen endlich. 


§ 142. 
Hilfssatze tiber definite ternadre quadratische Formen. 
Definition: Wenn 
Ay, Ayy Ayg 
Mex Age Agg 
sg, Age Ass , 
eine symmetrische Matrix ist, in der also 


Gy = M1, Fig = Agr, Ugg = Age 


ist, heiBt 
3 a 
ces 2 2 
bi hy = 04,02 + 249%, L_ + Ogg U2 + 2Ayg%,X3 + 2 Ag Lo Ly + Ging He 
P] = . 


eine ternire quadratische Form. 
Koeffizienten und Variable sind bei den vorliegenden Betrach- - 

tungen ganze Zahlen. 
Durch die Substitution 


yy yy Os 
S= | eta, ctyy Og 
Csi Usa) Cae 
deren Elemente ganzzahlig seien, d. h. durch die Gleichungen 
© = 4181 + eb. + mks, 
Ty = Oo & + Cys & + clog bs, 
ig = 0518, + ty b> + Ogg by 
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geht die Form in die neue Form 


Sv, AS 


vel 
tiber, wo 
yy Gs As Ay, U2 As 
(1) a, Asg Ase | = 8’ | Ay, yg Ags | 8 
is, Ugo Ase, A31 A32 Ags 


ist, Wie aus 
3 


24 Guy LU Sin Se Seb 


uyry=1 vel 
, 
hes = rks 
: @ ied LQ uy Qe 
unmittelbar ersichtlich ist. 
Wenn 
| | 
| F441 Aq As | 
| | 
| 4a Fez Mog | = D 
| 
| 431 Age Ags 





gesetzt und die Diskriminante der Form genannt wird, ist im Falle 
| S| = 
die Diskriminante der neuen Form 
D=1-D-1 
=D. 


Definition: Zwei Formen heiben iquivalent, wenn es eine 
Substitution der Determinante 1 gibt, welche die eine in 
die andere. iiberfihrt. 

Aquivalente Formen haben also dieselbe Diskriminante; in der 
Definition der Aquivalenz treten beide Formen gleichberechtigt auf, 
da aus (1) offenbar 


/ / , tA tf 
Gy, Ag Ag G11 U2 Ng 
we , / , lA in 
Az, May eg | = (S—1)" | oy gq M3 | S~+ 
, ie 
M31 M32 Asg Ug, Asy Aggy 
folet und 
|S-*;/=1 
ist. 


. Wie bei binaren Formen erfiillt auch hier die Definition der 
Aquivalenz die ferneren Bedingungen: 


544 XXXV. Uber die Zerlegung der Zahlen in Quadrate. 








1. Jede Form ist zu sich selbst aquivalent. 

2. Zwei Formen, die einer. dritten aiquivalent sind, sind unter 
einander iiquivalent. 

Alle Formen der Diskriminante D zerfallen also in Klassen aqui- 
valenter Formen. 

Zwei aiquivalente Formen stellen natiirlich dieselben Zahlen dar. 

Hs sei nun eine gegebene Form 


3 
E(x, XH y %s) => Vy yh yy Ly 
M,v=1 


so beschaffen, daB sie nur Zahlen > 0 darstellt und die Zahl O nur 
fiir das eine Wertsystem 
, =O, £3, == 0, 7, = 0. 
Wann tritt dies ein? Hs ist 
Oy B= (yy Hy + yg Wy + yg 5)? + (Ay Ogg — 3, ) 22 


St = ; __ Altes 
2 (yy Mog — 904g) Ly M3 + (G41 Ass ai.) x2. 





Notwendig ist 
Ay, > 0; 
denn a,, ist eine darstellbare Zahl, also >0, und, wenn 
Ay, = 0 
ware, so ware 0 auch fiir ; 
a, = 1, a =—0, 4, = 0 
darstellbar. Es muf ferner 
aaa aR oth 55 )8 
CALE ~ Gig) IE + 2 (11 Mag — My yy) ays + (044 yg — Gis) 5 


eine definite positive binire Form mit positiver Diskriminante sein; 
denn, wire diese Form einmal <0, ohne daf “, und x, beide ver- 
schwinden, so trite dies gewif auch fiir ein solches System ein, fiir das 


=) 
Ay, Ly + Ay Lyi + Ay %, = 0 


nach z, ganzzahlig aufléshar wire; F' ware also entweder negativer 
Werte fihig oder, ohne daf gleichzeitig 


t= %=24,=—0 
ist, des Wertes 0 fahig. Folglich ist notwendig: 
1) ay > 9, 
2) G44 Ax9 — a}, > 0, 
3) Die Diskriminante der quadratischen Form > 
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Offenbar sind diese Bedingungen 1), 2), 8) zusammen auch hin- 
reichend. 
Die Diskriminante der quadratischen Form ist 


eg re Vy a, 2 
(441 Mee ai) (Q41 33 — Aig) — (441 dag — M9 Mg) 
=" as 2 Ze 2 Ch fy 2 Aa Ses po 
A} 1 Ao Ags — Ayy Vy Ugg — A 1 Ang 33 + Aig Ats— AY, O35 t 2 Ayy Ayy 13 Ig3 — 4, 03, 


iat eae es a 
= Ayy (G41 qq Agg — Oy Ag + 2 yy M13 M93 — Ain gg — Ory Aq) 


=a,, D. 
Die Bedingungen lauten also: 
1) a, >0, 
A, UN 
2) . eS 0, 
As, Ady 
’ fae Ay, Ay Ay 
3) | Gg, Gog Mog | > O. 
As, Azo Ags 





Satz: Jede ternére Form, welche nur dann verschwindet, 
wenn alle Variabeln O sind, und sonst positiv ist, ist min- 
destens einer Form 


Fé, be, gs) =D ty 58, g, 


aquivalent, wo 


4 —— 
Oty <5VD, 
2| a. |< a, 


2| dy3|< a4 
ist und 
yy F — (0418) + yo &— + O43 85)? 


eine reduzierte quadratische Form ist. 

Beweis: Man kann zunichst die gegebene Form durch eine er- 
setzen, in welcher der erste Koeffizient die kleinste darstellbare posi- 
tive Zahl ist. Denn, wenn a), diese Zahl ist, so sind die darstellenden 


Zahlen: 044, G91, %, 1D 
t 
Oy, = E41, 1, M1) 


teilerfremd, da sonst schon 
@ @>1) 


Landau, Verteilung der Primzahlen. 35 


546 XXXV. Uber die Zerlegung der Zahlen in Quadrate. 








darstellbar wire. Hierzu sind also die sechs anderen ct, $0 bestimm- 
bar, daf ‘ 


O41 %2 4s 
Oo, Ogg Cos 
O31 Oso Css 
eine Substitution mit der Determinante 1 ist. Denn, wenn der grofte 
gemeinsame Teiler von o,, und a, 
(G41, %) = 9 
gesetzt wird, so bestimme man zuniachst @,, und a,» so, dab 
O14 gq — O49 My, = J 
ist, und, was wegen 
(9, Os, ) =1 
moglich ist, k und q so, dak 


gk — aq = 1 
ist. Dann ist 


g 


G1, Aig at 





Ol, 9 Oo 14 Oy ; 
fe) Ree ey q | satel ( f “qd y - a) + i (0443 ag — O42 Cy) 
Tee BUR &15 
= kg — qos, 


— ie 


Die gegebene Form ist also einer Form 


3 
¥ 
G= 2G, yBy Ly 


Myv=1 
‘iquivalent, in der a’, die kleinste darstellbare positive Zahl ist. Auf - 
G wende ich nun eine Substitution 
ae 
Oa B 
Ovo 


an, wo 


ad —py=1 


ist; sie hat die Determinante 1, was auch ry und gs seien. In der aus 
G entstehenden Form 


3 
i 24, ” Bu 5 


fgv=l1 
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ist insbesondere 
7 
I 7: 
7 , y 
Ayg = Ty, + OAs + VAs, 


, , , 
Ais = $A, + Pay, + OA, 


4, = 4 


also 


re pale he Vas la 
418 + G98 + A438 = 1%, Aya Le + Ay Hs. 
Ks ist 


iy G (aye, ,X3) = (M,, 2, + A, %y + 4,25)? + einer definiten quadratischen 
Form in #,,#3 mit positiver Diskriminante, 


4, F'(E,, 2,83) = (G41 £1 + Gyo& + 4383)? + einer definiten quadratischen 
Form in £,& mit positiver Diskriminante; 


tia 6 


(ce | 
durch os Substitution be | geht jene quadratische Form von 2,2, 


in diese quadratische Form von &,, & tiber. Uber «, B, y, 0 kann so 
verfiigt werden, daB diese quadratische Form im &,, &, 


2 2 
(441 dog — Mig) &3 + 2 (Ay, Mo3 — M425) bo 85 + (M1 53 — O45) 65 
reduziert ist. Da sie die Diskriminante a,,D hat, ist alsdann 


, 2 Pas 
2 | yy Fog — Ayy My | S Ay, Ogg — G2, < G41 Ogg — Ai, 


Alsdann kann man ¢ so bestimmen, daf 


yg | = |ray, ate C9 + 7,5 | 


ae 


A 


f 
5 O41 


1 
ior 


bo 


ist, und s so, daB 


(a43| = pase Bs Os 
aa, 


1 
= 5 Fu 


ist. Da a,, die kleinste darstellbare positive Zahl und (lo auch dar- 
stellbar ist, ist 


Oy, S Ag9, 
35* 
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folglich = 
aa, < Ay; Mog 
2 2 
= pig — A a As9 
ya V4 ae rae 


oo 


Ke rae Bs i V a, D, 
ay," SS fol 


6g oe VD. 


Damit ist der Satz bewiesen; er liefert natiirlich die Endlichkeit 
der Klassenzahl; denn er lift bei gegebenem D nur endlich viele 
Systeme @,,, @., a3 zu und alsdann nach der Theorie der binaren 
Formen fiir 

Ay, Meg — Wig, M414y3 — Aya M3, Ay, M33 — Ai, 


also fiir @g., e3, Ms, nur endlich viele Wertsysteme. 

Wir brauchen aber nur den Fall D = 1. 

Satz: Jede ternire Form der Diskriminante 1 von 4, 
%_, %, welche nur dann verschwindet, wenn 4%,=—a2,—=—2, = 0 
ist, und sonst positiv ist, ist der Form §?+ &2+ &?2 aqui- 
valent; d.h. jede durch eine solche Form darstellbare Zahl 
ist in drei Quadrate zerlegbar. 

Beweis: Die gegebene Form ist nach dem vorigen Satz einer 
Form F Aquivalents in der 


0<4a,< . 
also 
= 1, 
ferner 
2 | dy | =f 
2g | Ans | = 1 3? 
also 
M4, = 0, 
{Sea 0 


ist und tiberdies 
yy EF — (04,8, + ayy + Ayg Ey)” = Age 62 + 293563 + A335 


eine reduzierte quadratische Form der Diskriminante 1 ist. Nach § 141 
kann also nur 
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Ago f, 
Ae, = VY, 
Az, = 5 
d<h. 
abit bt &3 
sein. 


§ 143. 
Uber die Zerlegung der Zahlen in zwei Quadrate. 


Die Satze dieses Paragraphen lassen sich ohne die Theorie der 
quadratischen Formen beweisen; zur Vorbereitung auf das folgende 
gebe ich jedoch mit Absicht die vorliegenden Beweise. 

Satz: Wenn eine positife ganze Zahl in zwei Quadrate 
zerlegbar, d. h. durch die Form a? +y? darstellbar ist, ent- 
halt sie keinen Primfaktor 4m-+3 in ungerader Potenz. 


Beweis: Wenn 
xz? + y?=0 (mod. p”) 


ist, WO 
p =3 (mod. 4) 


und 
we 1 


ist, so sind z und y durch p teilbar. Denn sonst wire keine beider 
Zahlen durch p teilbar, also, wenn ¢ durch 


yz=1 (mod. p) 
bestimmt wird, 
(xz)? + 1=0 (mod. p), 


—1 
ae 
ie mae g, 
P= PY 
tere ta 
also a? + y? durch p? teilbar. Wenn noch 
£2 + 47=0 (mod.p) 


ist, ergibt sich ebenso: £?+ 7? ist durch p?, also x? + y? durch p* 
teilbar usw. w?-+y? kann also nicht genau durch eine ungerade 
Potenz von p teilbar sein. 


Es ist also, 


gesetzt, 
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Umgekehrt gilt der ; 

Satz: Wenn die positive Zahl » keinen Primfaktor 
4m +3 in ungerader Potenz enthalt, ist m in zwei Quadrate 
zerlegbar: n= arty. 

Beweis: » hat nach Voraussetzung die Gestalt v?n,, wo m, keinen 
Primfaktor 4m +3 und iiberhaupt kein Primzahlquadrat enthilt. 
—41 ist also quadratischer Rest von n,; d. h. die Kongruenz 

— 1=2?(mod.n,) 

ist losbar: : 

NN, —1l= 2", 

NM — 2 =1. 
Folglich ist (s,, 4, %,) eine quadratische Form der Diskriminante 1, also 
Aquivalent zu (1,0, 1); da , durch erstere darstellbar ist, ist m, durch 
letztere darstellbar: f 

m= 2+ y?. 


nm = (va)? + (Wm) 
at oe? = y’. 


Daher ist 


§ 144. 
Uber die Zerlegung der Zahlen in drei Quadrate. 


Satz: Wenn m in drei Quadrate zerlegbar ist, hat ” nicht 
die Gestalt 8m+7, auch nicht 4(8m+7), 47(8m+7), ---, 
47(8m + 7). 

Beweis: 1) »=8m-+7 ist nicht durch die Form 2? + y?+ 2 
darstellbar, da jedes Quadrat modulo 8 einen der Reste 0,1,4 labt 
und die Summe von drei Quadraten modulo 8 nur kongruent sein 


kann zu: 04+010=0, 
0+0+4+1=1, 
0+1+4+1=2, 
14+141=3, 
0+0+4=4, 
04+4+4=0, 
44+4+4=4, 
14+1+4=6, 
14+4+4+4=1, 
04+1+4+4=5, 


also nie =7 sein kann. 
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2) Wenn fiir em a>1 
n=49(8m+ T)=e24+y4 2 
ist, so zeigt die obige Tabelle, daB a, y, 2 gerade sein miissen; also wire 
1-8 + Date eta, 
8m+T=ei+y2+ 2. 
Umegekehrt besteht der 
Satz: Wenn die positive Zahl » nicht die Gestalt 47(8m +7) 
(a> 0) hat, ist m in drei Quadrate zerlegbar. 
Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit darf » als un- 
gerade oder als das Doppelte einer ungeraden Zahl angenommen 


werden; denn mit » ist die Behauptung fiir 4, 16”, --- bewiesen. 
Es darf also ohne Beschrankung der Allgemeinheit angenommen werden: 


n = 1, 2,3, 5, 6 (mod. 8). 
7 
Es ist nach § 142 nur nétig, zu beweisen, da es eine nur fiir 
L, = Lz = Z, = 0 verschwindende, sonst positive ternire Form 
3 
PAP, x, 
uv=1 
der Diskriminante 1 gibt, durch die  darstellbar ist; denn dann ist ” durch 
£24 £24 € darstellbar. Hs sollen also die vier Relationen erfiillt sein: 
N= My, Xi + 2Ayg Hy + Ogg Vy + 2g %y Hs + 2Ay, Vy Xs + Agg3, 
ay, > 0, 
31492 — A, > 0, 


| 
| Ay, M93 





= 1. 


Ag4 Aa Ao 








G31 Age Ass 
Es wird sogar mit 
Ay, = 1, ag = 0, % = 0, a = 0, a = 1 


gehen. Dann muB sein: 





Nn = Ags, 
a, >, 
Ay 499 — Ay > 0, 
yy M4_ 1 
| Mey A99 O | = (44, %2 — Ay) — Ag = I, 





| 
| 1 0 as | 
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d. h. 


é ayy oe 0, 
A = 41M — A > O, 
Aog = An —1. 
Hierin ist noch fiir » > 1 (der Wert = 1 ist trivial) 
a,>0 
eine Folge der beiden anderen Relationen, da aus 
Vi fe 
folet: 
Ang = An —1 
> 0, 
Ay, nq > O, 
Gy > 0: 


Es soll also sein: 
A = Ay, Og, — Aig > 9, 
Aa, = dn —1. 

Das sind zwei Bestimmungsrelationen mit ganzzahligen Unbekannten. 
Die erste sagt bloB aus: 4 ist >0 und — 4 ist quadratischer Rest 
VON (yo. Ich habe also lediglich zu beweisen: 

Es gibt bei gegebenem n, falls » >1 ist und modulo 8 einen 
der Reste 1, 2,3, 5,6 laBt, em 4 > 0 derart, da8 — 4 quadratischer 
Rest von dn — 1 ist. 


1. Es sei 
n = 2 oder 6(mod. 8). 


Dann werde ich sogar zeigen: Es gibt eine ungerade Primzahl 
p=An—1, 


wo 4 ungerade ist, derart, daf 
—d 
Enis 
Da 4 ungerade sein soll, ist jedenfalls erforderlich, da 
p =1(mod. 4) 


ist. 


ist; fiir jedes solche p ist 
Ga 


-( 





- fiir das letztgenannte 
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es 
ae ( 4 ) 
= (=) 
ae SN ad 


4.=4v+1 











Es ist also nur nétig, 


so zu wahlen, daf 
4n—1=(4v4+1)n—-1 


ee eas 
eine Primzahl ist, und das ist wegen 
(4n,n—1)=1 
nach dem Satz von der arithmetischen Progression méglich. 


2. Hs sei 
a Baas 3 oe 5 (mod. 8). 


ri 
Dann werde ich zeigen: Es gibt eine ungerade Primzahl p, so daB 
2p = An—-1 
mid — A quadratischer Rest von p, also auch von 2p ist, d. h., daB 


= Pe! 


Damit iiberhaupt 4 — 1 das Doppelte einer coeds Zahl ist, 
mu8 modulo 8 gewahlt werden: 


A=3 oder-t fir n=1, 
A=1 oder 5 fiir n=3, 
A4A=7 oder 3 fiir n=5. 
Fiir das in jeder der drei letzten Zeilen erstgenannte 4 ist jedesmal 
p = 1 (mod. 4), 


p = 3 (mod. 4). 
Jedenfalls ist wegen 


ene *4 
aakg EG 
pul prid-1 At 


ay See ee 8 (-2) 
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-144+1, #?-1 
2 


ae Pia 
=(—1)* % 
pai de! et oe 


2 9g 


So 2 8 2 





ate 
fiir » = 1(mod.8), 4 = 3(mod.8): p = 1 (mod.4), ee =e 
ftir n = 3(mod.8), 4 =1(mod.8): p=1(mod.4), =) = 
fiir n =5(mod.8), 4 =3(mod.8): p = 3 (mod.4), (=) =1. 


In jedem der drei Fille ist somit 


GA-1 


Es ist also nur zu zeigen, da in der Zahlklasse 
2(4n— 1), 


wo 4 seine Werte 8vu-+<¢ (e =1 baw. ¢ = 3) durchlauft, d. h. unter 
den Zahlen 
4un + }(me — 1) 


eine Primzah] vorkommt. Das folgt aus dem Satz von der Existenz 
unendlich vieler Primzahlen in jeder arithmetischen Progression ky +1 
mit teilerfremden k, 1; es ist hier wirklich 


(4n, $(we — 1)) = 1; 





denn 
(4n, $me—1))=ad 
gibt, da irae ungerade ist, 
d\n, 
dine—1, 
d|1, 
CIN 


Der behauptete Satz ist also vollstindig bewiesen. 
Aus ihm folgt leicht, daB jede positive Zahl » in vier Quadrate 
zerlegbar ist (was iibrigens direkt viel leichter zu beweisen geht); 


denn, wenn » nicht die Form 4*(8m-+ 7) hat, ist  sogar in drei 
Quadrate zerlegbar; wenn 


n=8m+7 
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ist, ist gewiB ~— 1 nach dem vorigen Satz in drei Quadrate zerleg- 
bar, also » in vier Quadrate; wenn 


n = 4°(8m + T) 


ist, ist nach dem soeben Bewiesenen 
” nN 
Pe aaye 
in vier Quadrate zerlegbar, also auch n. 
Fiir das Folgende mache ich noch besonders darauf aufmerksam, 
da8 nach dem Bewiesenen die positiven Zahlen folgender zwélf Rest- 
klassen modulo 16 siimtlich in drei Quadrate zerlegbar sind: 


n=1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 11, 13, 14 (mod. 16). 


In der Tat sind die Zahlen =], 3,5, 9, 11, 13 ungerade und nicht 
von der Form 8m+7, die Zahlen = 2; 6, 10, 14 Doppelte von 
ungeraden Zahlen, die Zahlen = 4, 8 das Vierfache einer Zahl 4y + 1, 
4y + 2, also gewiB nicht von der Gestalt 4%(8m + 7). 


SechsunddreiBigstes Kapitel. 
Uber die Zerlegung der Zahlen in Kuben. 


§ 145. 
Hinleitung und Hilfssatze. 


Unter Benutzung des Satzes aus § 144 und der tiefsten Higen- 
schaften der Primzahlen der arithmetischen Progression werde ich in 
diesem Kapitel den Satz beweisen: 

Satz: Jede positive ganze Zahl von einer gewissen Stelle 
an ist als Summe von héchstens 8 positiven Kuben dar- 
stellbar. 

Ich schicke in diesem Paragraphen zwei Hilfssaitze voraus. 

Hilfssatz 1: Wenn p eine Primzahl und 


p = 2 (mod. 3) 
ist, ist jede nicht durch p teilbare Zahl kubischer Rest” mod. p*. 


1) Ich gebrauche natiirlich nicht die Theorie der kubischen Reste, sondern 
nur den Begriff: Die Kongruenz 
v = 2° (mod. p*) 
ist auflésbar. 
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Beweis: Wenn Dy) Ag) ***y Ugiy? oe zu p? ene veeee 
modulo p® bezeichnen, repriisentieren aj, ---, dpc») wieder pp (p*) teiler- 
fremde Restklassen modulo p®. Es ist nur nétig, zu beweisen, daB diese 
verschieden sind, d. h. daB aus 


(1) a? = b* (mod. p*), (a, p) = 1, Gp) =1 
= b (mod. p*)’ 
folet, um sagen zu kénnen: Jede teilerfremde Restklasse ist der Kubus 
einer (teilerfremden) Restklasse. In der Tat folgt nun aus (1), wenn 
é durch 
a = bc (mod. p’) 
bestimmt ist, 


(2) e?= 1 (mod. p’). 

e gehdrt jedenfalls zu einem Exponenten, der in 
p(y") = p*(p — 1), 

aber nach (2) auch in 3 aufgeht. Wegen 


; p = 2 (mod. 3) 
ist derselbe 1; d. h. es ist” 
c = 1 (mod. p’). 


Hilfssatz 2: Zu jeder Zahl a gibt es ein y derart, daB a — 7° 
modulo 96 einen der Reste ‘ 


6, 12, 18, 24, 30, 36, 48, 54, 60, 66, 78, 84 
laBt. 
1) Anderer Beweis: Es ist 
p®|(¢— 1)? +e +1). 
Wire ¢ — 1 nicht durch p° teilbar, so wire 
ple+e+t; 
fiir p = 2 ist dies unméglich, und fiir p > 38 wiirde aus 
aertee p|4c?+ 4¢e+ 4 = (2e4 1)?4 3 


was nicht der Fall ist, 


— 
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Beweis: Man setze 

y= fiir a= 

6, 12, 18, 24, 30, 36, 48, 54, 60, 66, 78, 84; 
1, 13,19, 25, 31, °37, 49, -55,:61, 67, 19, 85; 
14, 20, 26, 32, 38, 44, 56, 62, 68, 74, 86, 92; 
33, 39, 45, 51, 57, 63, 75, 81, 87, ES onal tie 
10, 76, 82, 88, 94, 4, 16, 22, 28, 34, 46, 52; 
oa, 4147, D3, 59°65, 71, 83, 89, 95, 11, Lie 
42, 72, 90; 


Sell eel wall aa a 
AU aA Sale ara rae te pad Pataca oS 
Or 
Ros) 
(op) 
Nie 
= 
Ss 


bS 
LNo) 
ise 
(=) 





§ 146. 
Beweis des Satzes. 
Aus § 121 wissen wir: Wenn 
(kl) =1 


ist und ¢>0O gegeben ist, so wachst die Anzahl der Primzahlen 
ky +1 zwischen x (exkl.) und x + ex (inkl.) mit # ins Unendliche. 


Speziell, fiir k = 3,1=2, «= ye —1: Fiir alle hinreichend groBen 


- ganzen ” gibt es mindestens zehn Primzahlen p, welche die Bedingungen 


Hae ise 
(1) | a<Ps Wide 

(2) p = 2 (mod. 3) 

erfiillen. Von je zehn solchen Primzahlen geht fiir alle hinreichend 
groBen  mindestens eine nicht in » auf, da ihr Produkt > (z)* ‘ 


also von einer gewissen Stelle an >~™ ist. p bezeichne eine solche 
Primzahl, die also nicht in » aufgeht und (1), (2) erfiillt. 
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Aus folet : : 
Aus (1) folg 8p? << 12% 


aus (2) nach dem Hilfssatz 1 des § 145, dab n kubischer Rest 
modulo p® ist. Hs gibt also ein 6 derart, dab 
Vere Gen 


und 
; n—pP=pM 
ist. Hierin ist 
ip <p M <1: 
Tpi< M< 12 p* 

Es werde nun 

M=6p'+ M, 

gesetzt: 


Tee i aa Or 
Nach dem Hilfssatz 2 des § 145 laBt sich von M, ein y? (0 <y < 96) 
subtrahieren, so daf 
M,—y =H, 
modulo 96 einen der Reste 
6, 12, 18, 24, 30, 36, 48, 54, 60, 66, 78, 84 
1laBt. Hs ist M, <M, 
< 6p® 
und fiir alle hinreichend grofen n 
M, > p® — 96° 
Da aoe 


M, 
=, 


=1, 2, 3, 4,5, 6, 8, 9, 10, 11, 18, 14 (Gmod. 16) 
ist, ist das fiir alle hinreichend grofen n positive MM; nach der Schlub- 
bemerkung des § 144 in drei Quadrate zerlegbar: 

M, = A? + B+ C3, 
wo wegen 
iM, =< py 
die Ungleichungen 
ae ca, <p 
— pies Bae 


pie WO 3 
erfiillt sind. Pe 
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Alsdann ist 
n= P+ pM 

= B+ p?(6p* + M,) 

= p+ p(6p* + y* + M;) 

=p +p (6p*+ y* + 6.M,) 

= p+ (py)® + p (6 p* + 6.4? + 6 B? + 60%) 

Sr ype 4) ip — AP + BYE _ By 
+ (p? + OF + (yp? — O)8, 


also die gegebene Zahl n in 8 nicht negative Kuben zerlegbar. 


Siebenunddreibigstes Kapitel. 


Uber den gréfBten Primteiler gewisser Produkte. 
§ 147. 
Beweis eines Satzes tiber die Primteiler des Produktes 
(1 + 12) (1+ 2%) --- (1+ 2%). 
Satz: Hs sei w eine ganze Zahl >1. Wenn P, der gréBte 
Primteiler yon 


! 


(1) Ma+m=a+4a+29- -(1 + 2?) 
ist, so ist 

lim —2 = ow, 

LEO x 


Beweis: Da die Kongruenz 
y? = — 1 (mod. p) 
fir p=3 (mod. 4) keine Wurzel, fiir p—=2 eine Wurzel modulo p 
und fiir p= 1 (mod. 4) zwei Wurzeln modulo p hat, so ist die Anzahl 
der Faktoren des Produktes (1), welche durch p teilbar sind, 
1. im Falle p = 3 (mod. 4) 


2.1m Falle p = 2 
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3. im Falle p = 1 (mod. 4) 


Fiir p™ (m> 1) ist die Anzahl der durch diese Zahl teilbaren Fakto- 
ren von (1) (da die Kongruenzwurzelzahlen modulo p™ die Werte 0, 
0, 2 haben) 

1. im Falle p = 3 (mod. 4) 


2. im Falle p = 2 

3. im Falle p = 1 (mod. 4) 
<e(]+9 
eo ae ee 


Daher ist, wenn — gegen die Voraussetzung — bei festem g fiir 
unendlich viele x 
P< ge 


ware, fiir diese x 
log [71 + n?) = Slog (1 +n? 
n=1 id 


<log2 ®t 44 Sogn (E42) + 0242) 4--), 
pH=1 
psgx 


wo die Klammer nur so weit fortzusetzen ist, als 


ps1 +a 
log (1 + «?) 


ist, also héchstens 


Glieder hat. Daher wire fiir jene unendlich vielen x 


log 11 +n) < O(2) lee (+ S34 ---ad int) + 0 > logp 











pSgn 
ne aie 
= O(a”) + ot ye “OS P {+ O (log «x (ga)) 
aaa 
mat log p 
OM) 3 ae ag sie (log a 55 a) 
p= 


pSgx 
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nach § 110 ist 





1 
> “Ee = Floga + O(1); 


daher wire fiir jene unendlich vielen x 
log (1 + n?) < wlog a+ O(z). 
Andererseits ist 
> log (1 + n*) > 2Slogn 
n=1 n=1 
~ 2zrlog a, 
und es hat sich ein Widersprach ergeben. 


4 
§ 148. 
Anwendung auf eine diophantische Gleichung ». 
Satz: Die Zahl 
i@—1)(@—2)---G@—2z) 

kann nur fiir endlich viele positiv-ganzzahlige # reell oder 
rein imagindr sein. 

Beweis: Wenn fiir ein x jene Zahl reell oder rein imaginar ist, 


so ist auch 
(—)(—i-1)(-i-2)--- (-i-9, 


(1+) @+)---@+i 
reell oder rein imaginar; es ist alsdann 
Q#)C+i)-.-@+)-401-)O—9-.-(@=9) 
Das Produkt 


also auch 


Q,=(L+m)2@+)---(@+n), 


wo l<n< vx ist, ist also 


=(1—)2=)---(@—3 (mod. n + 4) 
=+(1+7)(24+7)---@+%) (mod. » + 7) 
=0 (mod. + 7). 


Die reelle Zahl Q, wire also durch n + 7 teilbar. 


1) In diesem Paragraphen mache ich yon den Elementen der Theorie der 
ganzen komplexen Zahlen a- bi Gebrauch. 
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Es sei nun p eine reelle Deevalt und 
pid +190 +2)---( +29) 
dann gibt es ein », so dab 
Li Pw 
und 
pli+n*, 
p|(n +42) (n—7%) 
ist; wenn die Zerlegung von p in komplexe Primfaktoren 
p=Pp 
lautet, kann die Anordnung der beiden Faktoren so gewahlt werden, daf 
plata 
ist. Alsdann ist nach dem Obigen 
P/Q, = (+ a). +m), 


p\(l+n)---(@+n), 
pS 2H. 


d. h. 


also auch 
folglich 


Jeder Primfaktor von 
(1 +. 1?) (1 + 2?)--- (1 + 2?) 


ist also < 2a, was nach dem Satze des vorigen Paragraphen fiir alle 
hinreichend groBen # unmiglich ist. 


§ 149. 


Verallgemeinerung des Satzes auf das Produkt 
(A + 1’) (4 + 2?) --- (4 + x). 
Satz: Asei>1,z>1. Wenn P, der gréSte Primfaktor yon 


x 


T[(4 +) 


n=1 
ist, ist 
caps 
lim —* =o. 
xL=0 x 
Beweis: Es sei g eine Konstante und unendlich oft 


Daraus soll ein Widerspruch entwickelt werden. 


¢ 
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Die Kongruenz etna p*) 
ist bekanntlich” fiir die Primzahlen der Hilfte der h = (4A) zu 4.4 
teilerfremden Restklassen lésbar, in der anderen Hilfte unlésbar; im 
Falle der Lésbarkeit hat sie zwei Lésungen modulo. p™. 

Die Potenzen p”™(m => 1) der endlich vielen in 4.4 eee 
Primzahlen liefern bei der Zerlegung von 


log H(A + n*) = Slog (A + n’) 


nur einen Beitrag O(x). Denn bei festem A und festem p liegt die 
Lésungszahl modulo p™ von 


y? = + A(mod. pb”) 


unterhalb einer von m unabhingigen Schranke?®) C3 daher ist der 
Beitrag jeder solchen Primzahl 
log (A + x?) 


-~0s'S + O(log x) 


m=1 

= O(a). 
Hs ergibt sich also, wenn x durch die Lésungen von (1) lauft 
und &” sich auf die : Restklassen bezieht, denen Primzahlen ent- 


sprechen, 


1) In diesem Paragraphen, dessen Ergebnis im folgenden nie benutzt wird, 
mache ich yon mehr zahlentheoretischen Vorkenntnissen Gebrauch als gewéhn- 
lich. Ubrigens wiirde bereits die Kenntnis geniigen, daB die Kongruenz fiir die 
Primzahlen mindestens einer jener h Restklassen unldsbar ist; denn mit h—1 


statt - kommt der folgende Beweis auch zum Ziel. 


2) Wenn namlich p = 2 und A ungerade ist, hat die Kongruenz bekannt- , 
lich nicht mehr als vier Wurzeln modulo p”. Wenn dagegen die Primzahl p >2 
in A aufgeht, sind zwei Fille zu unterscheiden. Falls » in ungerader Vielfach- 
heit aufgeht, ist die Kongruenz von einem gewissen m an unlésbar. Falls p 
genau zur 2vten Potenz in A = p’’ B vorkommt, geht fiir m > 2v die Kon- 
gruenz, y = pz gesetzt, in 

gies == BR (mod, p>") 


iiber, hat also alsdann héchstens vier Wurzeln y modulo p° - p”™ — BOs Bhs Sf 


d. h. héchstens 4p? Wurzeln modulo p”. ; 
36* 






Poe +n?) < O(@) — wea(Ce 


n=1- psgz 





+ 2 4 

















eo ho 
< O(0) +22 9h + = logp ne ae 
herpes } 
= O(a) a 20 >) ~e logp + ees 5 
psn = 2 
= O(e) + 20 D7 8? + 
pSge > +5 


% nach § 110 ist ftir jede teilerfremde Restklasse modulo 4A 
] 
ae es o(4); 


aa : <. 


eee also od sich, wenn x die Lésungen von aa) durebliuft, 5 





" 


S log - + ny< < O(a) + 20($-7 = log # ce oc) es. 
=alogx + O(a), we 


was mit 






Slog (4:4 0) S2 Slee “eee 
paul (as +393 


~ 2x log x 
in Widerspruch steht. 














gates 


BN rie 


or 


tesledea 


7 
« 
gt 
. 
= 
€ 
£ 


ae 


i) 


aed 


ie 


Se 


ee ee ee ee ey 

PRES Steet att 1 ¥ A: 

Li SP TO Mie eS ils al OY 
Oe EI 

is SRT y 


ma DAS 


A tb ha 


ai 


At ss 
Mehta NIE RIESA aX i 


ie eae 
Ds 


<4 


ie 
cen 
ee 


fs 
ine o 


PSO Ll yh he ae 

wae fe: ey 

St Ras souNeRs 
chants fees 
AIR 


7 > 
Ae erat ra eas 
Rt wept ~ 
< Totten 


3 


tes 


SA 
Ni 
3, 


. 
ae 


RS ea 
: xe Saray 
et Say}: KORE 





